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Résumé

On va donner ici le plan d’une preuve de la confluence de la relation de réécriture uwwwy v~
uwv,qui apparait de maniere prépondérante dans 1’étude de la décidabilité de 1’algebre CKA (algebre
de Kleene avec converse). Cette preuve a été vérifiée avec Coq, aussi nous ne nous attarderons pas
trop ici sur les détails calculatoires.

Préliminaires
On notera |x| pour la longueur du mot x et 1 le mot vide.
On se place ici dans un alphabet fixé X, que I’on muni d’une opération “prime” involutive et sans

point fixe :
VxeX, X #xAx=x". (1)

On étend cette opération aux mots par une opération “converse”, définie de la maniere suivante :

{1:1 B )

Vx e X,Vwe X*,xw = wx’

Définition (Relation de réduction)
U~ v signifieque  Ja,b,c € X* 1 u = abbbc A v = abe.

La preuve en Coq utilise intensivement le lemme suivant :

Lemme i (Décomposition):

Va,b,c,de€ X*,ab=cd = Je: (a=ce nd=eb) v (c=ae rnb =ed).

Graphiquement, cela signifie que si ab = cd alors :

a b a b
clx|blouja|x|d 3)
d c d

On aura aussi besoin de quelques autres lemmes.

Lemme ii (ab = ca):

Va,b,ce X*,ab=canc#1=3d,e:c=derac (de)*d.



Preuve On va procéder par induction sur a.
- Sia=1lc=cleta=1¢€(c1)*1
— On applique le lemme de décomposition.
— Sic=ax A b= xa,alors a € (ax)*a.
— Sinona = cx A a = xb, donc xb = cx. Comme ¢ # 1,0 < |c| et donc |x| < |x| + |¢| = |al.
On applique donc I’hypothése d’induction qui nous indique que ¢ = de et x € (de)*d, c’est
adire a = cx € de(de)*d < (de)*d. O

Lemme iii (z = u):
YueX*u=u<It:u=t.

Preuve Sens direct : par induction sur u :
- 1=Tetl=11
— xu = xu = ux',siu = 1, alors x = x/, ce qui est interdit par définition de ./, donc u = vy
(v € X* ety € X). De plus xvy = vyx’ = y'vx/, donc y = x’ et v = v. Par induction
(|[v] = |xu| — 2), on obtient v = 1, et donc xu = xttx’ = xt - xt.

Sensretour: f-f=7f-f=t¢-t. O
Il est bon de remarquer que le lemme ci-dessus dépend crucialement du fait que Ya,a # a’. En
effet, sia = @', il n’y a aucun ¢ tel que a = #.
Lemme iv (uu -v = v - uu):

Vu,ve X*ut-v=v-uun2u| <|v|=3t:v=uu-i.

PreuvE On décompose uut - v =v - uu :

—uu=vx Auu=xv:|v|+ |x| = |vx| = |uu| = 2|u| < |v| donc x = 1, donc v = uull.

— v = uux AV = xuu. Dans ce cas xuu = v = uux = x - uu, d’ou ’on déduit x = x. Par le
lemme précedent, on peut écrire x = tf, et donc v = uu - x = uu - tt. O

Lemme v:

Ya,b,c,d € X*,ab = cad = 3,5 : b =tsd A c = st A ca = ats.

PreuVE On va faire une induction sur a :
—-b=cld=b=1cd nc=cl rncl=1lc.
— On décompose I’hypothese :
— a = cx A ad = xb : dans ce cas on remarque que cxd = xb, on va appliquer 1’hypothese

d’induction (si ¢ = 1 le résultat est trivial et sinon |a| = |¢| + |x| > |x|). Cela nous donne
b =tsd A c= st Acx = xts,d oul’on déduit ca = ccx = cxts = ats.
— ¢ =ax A b= xad : il suffit de prendrte r = x et s = a. |

On note u; <~~~ up pour v : uy vw>* v A upy wo* v, Le théoréme que 1’on souhaite montrer ici
est le suivant :

Théoreme (Confluence locale):

Y, v1,v2 € X*, 1 vvor V] A U v V) = V] s Dy,



Pour cela, on va faire une étude de cas exhaustive. Cette décomposition va étre articulée en deux

parties, correspondant aux

cas suivants :

1. wlwlwl = M1W2W2W2M2.

2. M1W1V_V1W1 = W2W2W2u2.

Autrement représenté :

WIW Wi

up ‘ wlwlwl

up | wawown

Uz

ou

Wzv_V2W2 ‘

U

Par symmétrie de la relation «~~>, on voit que ces deux cas couvrent I’ensemble des paires

critiques.

Cas1: wlwlwl = M1W2W2W2M2

On considere tout d’abord le cas ou un motif est complétement inclu dans 1’autre, c’est a dire

On va décomposer ce cas en différents sous-cas :

Wlwl w1 = g W2W2W2u2.

Cas 1.1 : w; = uyywowowna

wi Wiwy wiwi wi
u WQWQWQ a W] w1 |ou W1W1 a WQWQWQ Uus
up | wawowy u u WoWows | Up

— W] = UWWaWaWwad v~ UiWod

— UIWolUp = U1woa - W] - Wq NN uwra - u1wada - upworda > Ugiword

Cas1.2: Wl = aWZWZWZb

wi Wi wi
Wi a WQWQ \1%) b w1
i Wawowy up

- Wy = Wl = szWzW

2b Nbed aW2b

— Wty = Wy - awab - wi w? awab - awab - awab v awab

Cas1.3:
wi Wi wi wi Wi wi
u | a b c|wy lou|lwy|alb c U
up | wawowy uy u Wonwowy | U

Ces deux cas étant duaux 1’'un de ’autre, on ne va traiter que le premier. Trois configurations sont

possibles :

Cas 1.3.1



Uy |wr|war|lal|bl|c|w

up | wa [ wa | wy uy
uywy - Uy = up - wy - cwiq
=  wa-bc-w
= ua - Wl W1

U1a - Uy Wawad - Ui WaWad

= ula-u1~ab-ﬁ~a-u1-ab-%a
U ~aEa~meabEa

o ulameah%a

v u1~ab-Ea

= I/l]WZV_Vza:W]

Cas 1.3.2
Wi Wi wi
up la|b|wy|wryl|cl|w
uy | wy | wa | wy up
uywyp - Us = upy-wy-C-wq
=  wa-bc-w
= wi-bc-w
= bwowyc - bc - bwowsc
= Wy-c-wr-bbcwy, c-wy-b
abc a - bbb - ¢ abc abb
v~ abc - abc - abe - abb
v abce - abb = wocwab = bwawac = wy
Cas 1.3.3
wi Wi wi
up |wrlalb|w|c|w
uy | wp Wz wy 1753

On commence par poser I’équation

ulgﬁazulwzazwl=w1=E_25=Eabl_7 “4)

On y applique le lemme de décomposition, et d ans les deux cas on redécompose la deuxiéme
équation, ce qui nous donne les quatres cas :
1. uy =cx abb = xbaa
(@) uy = ¢x Aa = xy A baa = ybb. En replacant a par xy dans la derniere équation on
obtient : B 3
by xxy = ybb
Comme [by| = [b] + |y| = [yb

,on en déduit :

Xxy = b c’est adire b = y xx



On a donc

uywap =
\/\/\/)2

NNAS>

N>

Exzﬁcw]

CXXXYY XCCXXXYY XXy
CXYy XCCXYy XXy
CXYY XCCXY

cxy

et W = CXXXYY XXy > CXYY XXy > CXY

(®) uy =cxAx=aynbb= yZEa. En passant la deuxieme équation par I’opération -, on a :

5037_) = E =bb = yzﬁa.

On reconnait I’hypothése du lemme (iv), qui nous assure ® que 37 : yb = @a - 7. On a

donc :

uywata

2

NS>

%%

2. C=ux A baa = xabb

uwrcuiwora

ca yZEcEa yEEa
caaattaccaaattaa
cattaccatiaa
cattaa

et w, = caybaa = caaatiaa v~ catiaa

(@) €= ux A b = xy A abb = yaa. En remplacant b on a ay Xxy = yaa. Comme |ay| = |ya|

on en déduit que a =

uywap =

xxy. On peut donc remplacer :
uworcuiwra et w; =
UL XYY XXX UL U XYY XXXXY =
U1Xyy Xy Xyy Xxy
ULXYY X Uy Uy Xy
uxy

b)) c=uxArx= Ey Aaa = yabz. On remarque que :

yabE =da = da = yabb = be_a.

uywra = ubaa
UL Xyy Xxxxy
UL XYY XXY > UL XY

On applique le lemme (iv) et on a ya = bbit. Cela nous donne donc :

uywa

Cas14:

uIwrcuiwoda et wi
wyba ybi,u,baa =
u lgtibgbﬁ 1 M]Ebgy_(l
Mlzﬁbﬁl ulgﬁbz
M]El‘ibg

wi
uy | a

wi | wi

Wl C | Uy

up | wowawy | Up

On peut a nouveau énumérer différentes configurations :

(i). Comme bb = ybaa, il est clair que |b| = |y| + 2|al, et donc |yb| = 2|y| + 2|a| = 2]a|.

u@ﬁa = ulgbgy_a
u,bbbitbb
up btthb



Cas 1.4.1

wi Wi wi wi Wi wi
uylal|blc|d|wy|u |loulu |wr|a|b|c|d]| u
uyp | wy Wy | wa | o up | wy | wp wy | up

Comme précédement, on voit que ces deux cas sont équivalents. Traitons le premier cas. Posons
I’équation 3 B
ch = wp = dW2u2 = (ddE)uz (5)
On la décompose (parenthésé comme ci-dessus) :

1. ¢ = ddcx A uy = xb. On déduit de la premiére équation que |c| = 2|d| + |c| + |x], et donc que

c
d = x = 1. Par conséquent u, = b

U\Wally = u]abz = Tbbb v~ b = wi.

2. ddc = Tx A b = xu,. En mélangeant ces deux équation et en se rappelant que ab = dc, on
arrive a :

dau,x = dab = ddc = ¢cx.

Comme |x| = |X|, on déduit dau, = ¢ A x = x. En repassant cela dans la seconde équation

on remarque que buy = upxuy = upxuy = upb = bu,. Le lemme (iii) nous permet d’écrire
buy = yy, et donc :

uywoy = ujabuy = dabupbuy = dayyyy ~~ dayy = dabu, = wy

Cas 1.4.2
wi Wi wi
upla|b|wylcld|u
up | wy |[wy | wa |

Ce cas se traite plus rapidement :

Uiwolly = uyabu, = cwabbu, = cabbbu, ~~ cabu, = ccduy = cccwrb v~ cwab = wy

Cas2: M1W1W1W1 = W2W2W2u2

On étudie maintenant le cas ou les deux motifs sont décalés c’est a dire u;w;wiw; = wawawslts.
A nouveau, différents cas se présentent :

Cas 2.1:

UIW = Wowowp X A uy = xwiwy. On peut tout de suite remarquer que u;w; v~ wpX.

Cas 2.1.1



ui wr | wiw
wows | a | b | x| wiw
wawy | Wy Uy

Wolty = abxxbbx > abx = wyx.

Cas 2.1.2
U w1 wiwq
wy | a b wy | X W]Wl
wy | wy | wp Uy

Wauty = baxxabbbbax w2 bax = wax

Cas 2.1.3
) w1 Wiwq
up | a| wowy | x | wiw
W) W2W2 uy

Wolly = U1aXX d UjUaaaa ujuax w3 U1 ax = wox

Cas2.2:

WZWZWZ = UIWIX A Wl =Xy AUy =yw] .

Cas 2.2.1
uj wi Wl wi
wowy | a | wi | x| y|w
waWy W U
Wolty = aAWIXYW| = AW|WIW| > awy
UIW1 = WaWhaw) = awixx awiaw;
= dy convxixx awiaw
WA @y CONVX awiawy
= awiawiaw| > awj.
Cas 2.2.2
Ui wi | wi | w

Pour résoudre ce cas, on va d’abord prouver le lemme suivant :



Lemme vi:

Va,b,c,d € X*,aab = cdd = abd <~ acd.

PreuvE On va procéder par i_nduction sur a, et fgire une étude de cas :
— Sia = 1alors b = cdd et donc abd = cddd -~ cd = acd ;
— sinon, décomposons :

aa b
1. |aa | x| dd
c dd
abd = axddd -~~~ axd
acd = aaaxd ~~ axd.
al a b
2. lalx|y|z d
c d |d
abd = xyzdd = xddd ~~> xd = xyz
acd = aaxyz = aaaz v~ az = Xxyz.
a a b
3.la|lx|d|y|b
c d| d
abd = xbyybby ~~> xby
acd = xbyyyybxxby v~ xbyybxxby -~~> xby.
a |a b
4. (c|lxlalyl|d
c d d
abd = XCyycxXxx cy > X CYYCXX Cy v~ X CY
acd = Xccxxcy v XCy.
a a |b
5.lclx|y|lz|b
c d d

Ce dernier cas est plus subtil : on remarque que

zzb=7d =7yXx =ax = cxx.

— Siy=1,alorsa = cdnd = ab ; d’oul’on peut déduire b = ¢ = 1 et donc abd = acd.
— Sinon, |y| > 0 et donc |z| < |z| + |y| = |al, et I'on peut appliquer 1’hypothése d’in-
duction, qui nous indique que zbx «~~> zcx. Orabd =y -zbx-yetacd =y - zcx -y,
et par conséquent abd «~~ acd. O

Avec ce lemme, la preuve devient aisée : en effet on peut remarquer que
awwi = abcxy = Wow,y
urwp = waawj

Woly = Woaywi.

On applique donc le lemme qui nous donne exactement le résultat attendu.

Cas 2.2.3



Ui Wi wi Wi
uy lalwy|b|x|y|w
wy [ wa| wp up

Wolly = woyw) = b xy aw,b
= bbwyaaau;b = bbbxaaa u,b

ws? bxﬁlb = M]Cleb = u1wi.

Cas 2.2.4

up | wi Wi wi
uplalblc|w|y|w

w2 w2 | W2 u

Autrement formulé :
wy = ab = ywyc
wy = uja = cb
Uz = ywi

On va décomposer la seconde équation.

= u1x A a = xb : dans ce cas la premicre éqution devient (en appliquant ~) b-bx =
ujux - b - y. On peut donc appliquer le lemme (v) et écrire

c
x
bx = tsy
XUujux = st
Xuuixb = bts.
On remarque alors que la derniere équation peut se réécrire :
Xy - xb = X wyutsy = X ju1y - 5t = b - ts.
Cela nous permet d’établir que ts = 7s, et donc que pour un certain p onats = pp. Dela:
Wally = u1yppyyppb ~~> u1yppb = ujxbb = uyw.

— u; = cxAb = xa:icila premiere équation devient, apres passage au converse, xa-a = cc-xa-y.
On applique a nouveau le méme lemme pour obtenir

La derniére équation peut se réécrire ccxy - st = xa - ts, d’ot 'on déduit ts = ts, et donc
ts = pp pour un certain p. On arrive donc a la réduction suivante :

Cas2.3:

W1 = XUy A UIWIWIX = WaWaws :

Cas 2.3.1



uj wiwy | wi
Wsz a Wlwl X | Uy

Wawy W Uy
Wolly = awiwiXuy = awiwiw] v~ awy
UMW) = WaWwraw] = awiwiXXwiwiaawq

AW W XXXUZW1AAW] > AW W] XU W adaW |
awlwlwlwlﬁawl N awi.

Cas 2.3.2
uy wr | wi | w
wrylal|lb|c|w | x| u
wa | W W uy
uyw; =  waabc = waWac = Clly XXXXUpCC
v Cllp XXUpCe = cwibcce v~ cwibe = cwxiy = wolls.
Cas 2.3.3
uj wi | wi wi
wrla|w | b|lc| x| u
w2 W wy | Uy
Différement exprimé :
up = waa

wy =bw;a=cx
wi =c¢b = xup

On commence par décomposer 1’équation :

bbca = cx.

I~

bc = ct A x = ta : on décompose a nouveau la premiere équation :
— bb = cy At = yc: on décompose une derniere fois :
— b =czAy=zb=zzc:dans ce cas |’ équation définissant w; devient

ccz = zzecconvauy.

Une analyse rapide des tailles des deux cotés de I’équation nous assure que z

= q =

up, =1, et par la suite que b = cz = cety = zb = c. Subséquement : u;w; = wraw; =

CYCaacc = CCccc v CCC = cycauy = wally.

— b =2zyAnc = bz =Yyz7z:chb = xuy devient 7zyy - 7 = Yy 2z - up. On en déduit que

Yy 7z = pp, c’est a dire xc = pp. Donc uyw; = wyaw; = cppaappau, ~~> cppau, =

cycaup = woll.

— ¢ = bby A ¢ = yt : I’équation sur w; nous dit que 7yb = fau, et donc en particulier que
1

=t,c’estadiret = pp. On en déduit :

uywy = cdaduy = cpp app au, v~ cpp Ay = CXy = Whliy.

— ¢ = bbct A @ = tx : ici la premiére équation nous indique que » = t = 1. On en déduit

immédiatemment :

UIW] = CXaXUy = caaauy v~ Cally = CXUy = Wolly.

10



Cas 2.3.4

up wi wi wi
up lalblcld|x|u
wa wa w2 us

Ce qui signifie :

wy =ab = xuy = dc
wy = uja = dx = cb.
On décompose ab = xuj.
— a = xy A up = yb : on peut remarquer que u;xy = dx et donc apres application du converse

xd =y X uy, on peut donc appliquer le lemme (v). On obtient

d=15u soit d=u;st
y=st soit x=ts
Yy X=Xfs SOit xy=stx.

En remplacant dans I’équation xu, = dconaxyb = st-xb = fs - ujc et donc st = st soit
st = zz. Cela donne :

Wolly = U1722Z2Xb v~ u172xb = upxyb = ujwy.

— x=ay Ab=yu:onauja = dx = day, donc en passant par le converse et en appliquant le
méme lemme que ci-dessus on obtient :

u =fs E soit u;=dst
y=st soit y=ts
y a=ats soit ay=sta.

Oruja = ¢h donc dsta = day = ¢ » y,d ot 'on infere y = y et donc y = zz. Par conséquent :

uywy = dstayu, = dayyu, = dazzzzup ~~ dayu, = wal;.
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