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ALGERRE DE KLEENE - LA THEORLE DES LANGAGES REGULIERS

e, feE®:-0 | 1| acA | ef | e+f | e

\

Interprétation : langages véqu\ievsl

[[]]:E‘/fa—ﬂ?(A*)

exemple :

_ [mots sur lalphabet {a, b} de longueur

[a-((a+b)-3)°]= §impaire et fels quune lettre sur deux est
un a

= {a, aaa, aba, aaaaa, abaaa, aaaba, ababa, ...}

Paul Brunet 4/42



ALGERRE DE KLEENE - LA THEORLE DES LANGAGES REGULIERS

’Les axiomes de KA}

ete-e e+tf-fre et(f+g)-(e+f)+g

e+to=¢e M=e=1-€ e-(f-g)-(e-f) g

e 0-0-0-e e (F+g) e-fte.g (etf).g-e.g+f.g
=1+e.e* e f<f=e . f<f

b’héovéme‘

KAte-fe[e]-[f].

Kozen, *A complefeness theorem for Kleene algebras and the algebra of regular events”, Lics
‘90

Paul Brunet 5/42



KAT - LA THEORLE DES PROGRAMMES IMPERATIFS

Syntaxe

e,feEE?J:::o | 1| aeA | 1?2 | e f | e+f | e*

T,‘TMT'LETB:Z:T [ L | acB [ T1/\T1 | ‘\’1\/‘\'7_ | ﬁ‘T

Encode un langage while simple :

ifbthenpelseq — b? - p+ (=b)? . g whilebdop — (b? - p)"- (=b)?

Paul Brunet b/42



tuer l'execution

Syntaxe
kaf\_*o |\1 |

e, f e -

P ski P
KAT - LA THEORLE DES %}@RAMMES IMPERATIFS

acA | 12 | et | e+f | e
T,‘TMT'LETB:Z:T [ L | acB [ T1/\T1 | ‘\’1\/‘\'7_ | ﬁ‘T

Encode un langage while simple :

ifbthenpelseq — b? - p+ (=b)? . g whilebdop — (b? - p)"- (=b)?
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fuer lexecution \action afomigue

Syntaxe
kaT\ \‘

e, feekdl .. aeA|Jr°? | e-f | e+f | e

P ski P
KAT - LA THEORLE DES %@RAMMES IMPERATIFS

T,‘TMT'LETB:Z:T [ L | acB [ T1/\T1 | ‘\’1\/‘\'7_ | ﬁ‘T

Encode un langage while simple :

ifbthenpelseq — b? - p+ (=b)? . g whilebdop — (b? - p)"- (=b)?
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fuer lexecution \action afomigue

KAT - LA THEORLE DES %@RAMMES\\PERATLFS
|

Syntaxe
kaf\ \‘

aeA | e-f | e+f | e

T/‘Tw/T'LETB:FT [ L | OCE‘B [ T1/\T1 | ‘\’1\/‘\'7_ | ﬁ‘T

Encode un langage while simple : fest afomique

ifbthenpelseq — b? - p+ (=b)? . g whilebdop — (b? - p)"- (=b)?

Paul Brunet
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choix non—déterministe

KAT - LA THEORIE DEs RO@RAMMES MPERATIFS

. boucle
tuer l'execution \action aTOW"We composition séquentielle non—déterministe
Syntaxe |
% Jf\ \ i / /
e, feEsd aeA | T“P le-f | e+f | e
T/‘Tw/T'LETB:FT | L OCE;B | T1/\T1 | ‘\’1\/‘\'7_ | ﬁ‘T
Encode un langage while simple : fest afomique
ifbthenpelseq — b? - p+ (=b)? . g whilebdop — (b? - p)"- (=b)?

Paul Brunet
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KAT - LA THEORIE DEs RO@RAMMES

Syntaxe

MPERATLFS

fuer lexecution \action afo”"“ﬂ"‘e

composition séquentielle

choix non—déterministe

boucle
non—déterministe

v /
efeEkan\ \ aeA | T“P e-f | e+f | e*/
T/‘Tw/T'LETB:FT [ L | OCE‘B [ T1/\T1 | ‘\’1\/‘\'7_ | ﬁ‘T

Encode un langage while simple : fest afomique

if bthenpelseq — b?-p+ (=b)? - g

Interprétation : langages de chaines qavolées}

whilebdop — (b? - p)

" (-b)?

chaines guardées : séquences alternant étafs

a | 1 o | 1 a | 0
a | o a | o a | o
a [ 1T T a0 [T as |
Olg 1 Olg 1 Ols 0

€2® & actions € A,

Oy
(L7
(053

—>c—>

S o~ o

Ol

Paul Brunet
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KAT - LA THEORLE DES PROGRAMMES IMPERATIFS

Les axiomes de KAT :
@ Le axiomes de KA,

® Pour les tests, les axiomes des algebres booléennes,
= Les axiomes ‘glue’ suivants :

tvt)? -1+ 1,0 Tinta)? =57 1,7 T? =1
(v (hat:)

1?=0

KATre:-f < [e] - [f].

Kozen & Smith, *Kleene algebra with tests : Complefeness and decidability”, csL ‘a

Paul Brunet
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KAT - LA THEORLE DES PROGRAMMES IMPERATIFS

Les axiomes de KAT :
@ Le axiomes de KA,

® Pour les tests, les axiomes des algebres booléennes,
= Les axiomes ‘glue’ suivants :

tvt)? -1+ 1,0 Tinta)? =57 1,7 T? =1
(v (i)

1?=0

KATre:-f < [e] - [f].

Kozen & Smith, *Kleene algebra with tests : Complefeness and decidability”, csL ‘a

Encode la logigue de Hoare propositionnelle : {b}p{cleb? p<p-c?

Sb?.p=b?.p.-c?
&b? - p-(-c)?-=0

Paul Brunet

/42



KAT COMME ALGEBRE DE PROGRAMMES

[onqvam me] [Spéciﬁca’riow]
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KAT COMME ALGEBRE DE PROGRAMMES
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J
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KAT COMME ALGEBRE DE PROGRAMMES
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KAT COMME ALGEBRE DE PROGRAMMES

[onqvam me] [Spéciﬁcaﬁow]

Choix des opérateurs —— 0,1, -, +, %, {A,\/m,T,L}?
Question : »l

Peut—on faire pareil pour les [Tevmes a\qébyigﬁuesj
programmes concurvents ? |

KAT Choix des axiomes / modeles Program transformers
Chaines gardées —[Séwamﬁ%ue absﬂaﬁe}

|
ﬁ Aufomates gardés

¥
[(Iw)valida’fiom de la pvopvié\‘é}
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A‘\/chéEs RECENTES SUR CKA
Plan

1. Algebre de Kleene concurrente
11, Observations booléennes

111, Observafions partielles

IV, Boifes

V. Travaux en cours et a venir
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ALGEBRE DE KLEENE
CONCURRENTE Concurrent Kleene Algebra

4

2004

CKA est proposée,

Paul Brunet s



ALGEBRE DE KLEENE On Locality and the Exchange Law for
CONCURRENTE Concurrent Processes

C.A.R. Hoare!, Akbar Hussain?, Bernhard Moller®, Peter W. O’Hearn?,

Rasmus Lerc ahl Peters:

! Micrc
2 Quee
3

2004 201

CKA est proposée,

Introduction de modeles de
CKA, comparaison avec la

logigue de séparafion.

Paul Brunet 1/42



AL@ é’BRE DE KLEENE Compleﬁeness il‘heorem§ for Bi-Klﬂeene Algebraﬂs
C ONGURR E . and Series-Parallel Rational Pomset Languages

Michael R. Laurence and Georg Struth

Department of Computer Science, University of Sheffield, UK
{m.laurence,g.struth}Osheffield.ac.uk

Concurrent Kleene Algebra with Tests

2004 201 2014

| Chapman U Orange, Califo
jipsen@chapman.edu

CKA est proposée,

Introduction de modeles de
CKA, comparaison avec la

logigue de séparafion.

Premier théoreme de
compléfude (sans la loi
d'échange), infroduction de
fests dans CKA,

Paul Brunet 1/42



ALeé’ BRE DE KLEENE Concurrent Kleene algebra with tests and branching automata
CONCURRENTE e

2004

201 2014 201

CKA est proposée,

Paul Brunet

Introduction de modeles de
CKA, comparaison avec la

logigue de séparation.,

Premier théoreme de
compléfude (sans la loi
d'échange), infroduction de
fests dans CKA,

Second article sur CKAT, qui corrige certaines erveurs du premier.

n/42



AL@éBRE DE KLEENE On Decidability of Concurrent Kleene Algebra*!
GONGVRRENTE Paul Brunet!, Damien Pous?, and Georg Struth?®

1 Univ. Lyon, CNRS, ENS de Lyon, UCB Lyon 1, LIP, France
2 Univ. Lyon, CNRS, ENS de Lyon, UCB Lyon 1, LIP, France
3  Department of Computer Science, The University of Sheffield, UK

2004 201 2014 201 2011

CKA est proposée,

Introduction de modeles de
CKA, comparaison avec la

logigue de séparafion.

Premier théoreme de
compléfude (sans la loi
d'échange), infroduction de < cidabilite
fests dans CKA, Dggldg\g\lje

Second article sur CKAT, qui corrige certaines erveurs du premier.

Paul Brunet 1/42



ALGEBRE DE KLEENE Concurrent Kleene Algebra: Free Model

and Completeness

CONCURRENTE

2004

s Kappé®™) | Paul Brunet, Alexandra Silva, and Fabio Zanasi

University College London, London, UK
tkappe@cs.ucl.ac.uk

201 2014 201 2011 2018

CKA est proposée,

Paul Brunet

Introduction de modeles de
CKA, comparaison avec la
logigue de séparation.

_ Complétude
Premier théoreme de de CKA.

compléfude (sans la loi

d'échange), infroduction de il 2
fests dans CKA, Dggldg\g“\lje

Second article sur CKAT, qui corrige certaines erveurs du premier.

n/42



AL@EBRE DE KLEENE Pomsets with Boxes: Protection, Separation,

and Locality in Concurrent Kleene Algebra

Concurrent Kleene Algebra with Observations:
from Hypotheses to Completeness

Paul Brunet

52), Paul Brunet
maker ®, and Fabio Z

ge London, UK

wws. cantab. et /users/david. pyn/

College London, London, United Kingdom; tkappe@cs.ucl.ac.uk d.py Lac.uk

2004 20M 2014 2016 2011 2018 2020

Partially Observable Concurrent Kleene Algebra 1 T

Jana Wagemake! .
QW .10 University, N CKA avec observations

wnl (totales/partielles), CKA

Paul Brunet avec boites.,

University College London

Simon Docherty

University College London ,

Tobias Kappé de Complétude

University College London loi de CKA.,

Jurriaan Rot

Radboud Unive Nijmegen and University Colle ondo 1on 0(6 Déc i O( abi ‘ iT é

de CkA.
ollege London

Second article sur CKAT, qui corrige certaines erveurs du premier.

Paul Brunet 1/42



BI-ALGEBRE DE KLEENE

e, feE?™@ i1 | 0 | acA | e f | e|f | e+f | e | &

Définition

Une bi—algebre de Kleene est une structure («7,0,1,-, 1, +,*, ) telle que :

e <42//0/1/'/+/*> eST une KA
W (o/,0,1,],+,!) est une KA commutative,

Paul Brunet 12/42



BI-ALGEBRE DE KLEENE

e, feE?™@ i1 | 0 | acA | e f | e|f | e+f | e | &

Définition

Une bi—algebre de Kleene est une structure («7,0,1,-, 1, +,*, ) telle que :

e <42//0/1/'/+/*> eST une KA
W (o/,0,1,],+,!) est une KA commutative,

A quoi ressemble la bi—KA libre ?

Paul Brunet 12/42



POMSETS - TRACES CONCURRENTES

Paul Brunet
13/42



POMSETS - TRACES CONCURRENTES

A est un alphabef dactions.

\/

ensemble fini d'évenements /_\ /‘ Fowc’ﬂom ol eTla‘ue’(aqe

(Ep, <p, Ap)

ordre partiel
C Ep X Ep

Paul Brunet 13/42
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POMSETS - TRACES CONCURRENTES

A est un alphabef dactions.

/
\

d——mmm>d

\\

b

ensemble fini d'évenements /_\ /‘ Fowc’ﬂom ol eha‘ue’(aqe

(Ep, <p, Ap)

ordre partiel
C Ep X Ep

‘A isomorphisme prés =,

Paul Brunet 13/42



COMBINER LES POMSETS
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COMBINER LES POMSETS

a—>ph=—>cC

PMPi =

Paul Brunet

P'L:
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COMBINER LES POMSETS

a—>ph=—>cC

PMPi =

Paul Brunet
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COMPLETUDE DE BIKA

1 := {1} [o] := 0
[a] := {a} e+ 1] := [e]U[f]
[e-f1:- {P:@ | Pelel, @aelfl} [ f1:- {PII@ | Pelel, @elfl}
[e]:={Pu---;Pn | neN, Pie[e]} [e']:={P:ll---IPn | NeN, Pie[e]}

Théoréme
bikAre-f < [e] =[f].

Laurence & Struth, *Complefeness Theorems for Bi—Kleene Algebras and Series—Parallel
Rational Pomsef Languages’, RAMICS ‘14

Paul Brunet 15/42



ENTRELACEMENTS ET SUBSOMPTLION

’ Loi d‘échange faible }

(allb)-(c|d) < (a-c) | (b-d).

PC @ quand il 4 a un homomorphisme de @ a P, c.a.d. une application

X

b—>d b —>d

bijective ¢:Eq —Ep Telle que Apoo=2q et ¢(<q) C<5.

L;:={P | 3@elL:PCA}.

Paul Brunet

/42



ALGEBRE DE KLEENE CONCURRENTE

’ Loi d‘échange faible }

(a]b)-(cld)<(a-o) | (b-d).

Pas ditération parallele \

cKA]

Une algebre de Kleene concurrente est une bi—algebre de Kleene faible
(,0,1,-, ||, +,% qui safisfait la loi d'é¢change faible,

Paul Brunet 11/472



COMPLETUDE ET DECIDABILITE DE CKA

Théoreme
Tester que deux expressions dénotent le méme langage clos est un probleme

ExpSpace—complet,
B., Pous, & Struth, *0n Decidability of Concurrent Kleene Algebra®, CONCUR ‘17

Théoréeme

Kappé, B., Silva, & Zanasi, *Concurrent Kleene Algebra : Free Model and Completeness®, ESOP
18

CkAFe-f o [e]- - [f]E.

Paul Brunet 18/42



A‘\/chéEs RECENTES SUR CKA
Plan

1. Algebre de Kleene concurrente
WH' Observations booléennes

111, Observafions partielles

IV, Boifes

V. Travaux en cours et a venir

Paul Brunet
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CONCURRENT KLEENE ALGEBRA WITH TESTS

Slogan
® KAT : KA avec une sous—algebre booléenne,
® CKAT : CKA avec une sous—algébre booléenne,

Paul Brunet 20/42



CONCURRENT KLEENE ALGEBRA WITH TESTS

Slogan
® KAT : KA avec une sous—algebre booléenne,
® CKAT : CKA avec une sous—algébre booléenne,

t7.p. (4[)? <pl (Jf? . (4()?) (axiomes de CKA)
ol (T/\ﬁf)? (anb)? - a?.b?
-p | L? (axiomes booléens)

o0 (L7 - 0)
=0 (axiomes de CKA)

Paul Brunet
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Slogan

® KAT : KA avec une sous—algebre booléenne,
® CKAT : CKA avec une sous—algébre booléenne,

t7.p. (4[)? <pl (Jf? . (4()?) (axiomes de CKA)
-p | L? (axiomes booléens)
=p|lo (L?=0)
=0 (axiomes de CKA)

< Pour tout programme et foufe assertion, le friplet {T}p{T} est valide,
+ Chague fest est un invariant de tous les programmes.

Paul Brunet 20/42



® KAT : KA avec une sous—algebre booléenne,
® CKAT : CKA avec une sous—algébre booléenne,

t7.p. (4[)? <pl (Jf? . (4()?) (axiomes de CKA)
-p | L? (axiomes booléens)
-plo (L?=0)
=0 (axiomes de CKA)

< Pour tout programme et foufe assertion, le friplet {T}p{f} est valide,
+ Chague fest est un invariant de tous les programmes.

Paul Brunet 20/42



A QUL LA FAUTE?

’("?-p-(#f)? <p| (T?-(ﬁf)?) (axiomes de CKA)
-p (f/\ﬁf)? (anb)? = a?.b?
=p | L? (axiomes booléens)
-pllo=o (L7=0 + axiomes de CKA)
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A QUL LA FAUTE?

T"?-p-(#f)? <p| (T?-(ﬁf)?) (axiomes de CKA)
- (f/\ﬁf)? (anb)? = a?.b?
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A QUL LA FAUTE?

T"?-p-(#f)? <p| (T?-(ﬁf)?) (axiomes de CKA)
- (f/\ﬁf)? (anb)? = a?.b?
=p | L? (axiomes booléens)
-pllo=o (L7=0 + axiomes de CKA)

27 ———m = > b?

¢tats mémoive
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A QUL LA FAUTE?

’f"?~p.(#r)? <ol (’r?-(#f)?) (axiomes de CKA)
ol (J(/\_‘T)? (anb)? = a?.b?
-p|lL? (axiomes booléens)
-pllo=o (L7=0 + axiomes de CKA)
N R g\
I états mémoire I 3 Ié\‘aTs mémoire
action

Paul Brunet 21/42



A QUL LA FAUTE?

tp- (<) <ol (t?(-1)7)

-pll (ta-1)?
=plL?
~pllo-o

al -=---- > o

¢tats mémoive

(axiomes de CKA)

(axiomes booléens)
(L?-=0 + axiomes de CKA)

T T
3 ¢tats mémoire

Paul Brunet

21/42



CKAQ - SYNTAXE

e, fekS

Y44, €029 o T | L aeB | fiat. | fivihs

ka0 ..o | 1 | aeA | 12 | e f 1 e|f | e+f | e

i

Axiomes de CKAO}
® Tous les axiomes de CKA,

® Pour les obsertions, les axiomes booléens,
® Les axiomes ‘glue’ suivants :

(fivia)? -1+ 1,0 (fiata)? <ti2 1,0

1?=0

Paul Brunet

22/42



CKA WITH OBSERVATLONS - MODEL

o
Oy

Paul Brunet

Oy
(53
O3

Ol
Oy 11—b

(0]
Oz

T~
S

o | 0 |— d
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0, 0 o 1
o 0 o | 1 |—b
/7 o 4 o 0

N / (o 0
AN ey
o e R c—| a 0| C |a 1|—> a /x'g.“”‘ g \)\ a, | 0|
o 0 \ .............. o ] | o 0| .~ \ 7o | 1]

Q
S oS -~
o

Paul Brunef 23/42
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CKA WITH OBSERVATLONS - MODEL

o 1
Oy 1 —_
o3 0

Théoréeme

Oy
(53
O3

o 0 o
oy 0 oy )

c—>| o, |0 C o |1 |—a O3 o, | 0
Ol3 1 O3 0 /7 O3 1
e \ ‘
—
d o 1 /
o | 0 |— d
o3 0

CkAOFe-f o [e]l - [f14.

Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, ‘Concurrent Kleene Algebra with Observations : from
Hypotheses to Completeness’, FossaCs ‘2o

Paul Brunet
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INTERLUDE - (C)kA MODULO HYPOTHESES

H : ensemble dhypotheses e <f sur un alphabet A donne,
= structure algébrigue de lalphabet (e.g. anp-=pra);
® propriétés dynamiques (e.g. a<a-o)

® aufres propriefés du systeme modélisé.

Théoreme
CKA+HEe={ = [el4" - [fII"

& Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, ‘Kleene Algebra with Hypotheses®, FoSsaCs "4

& Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, *Concurrent Kleene Algebra with Observations

. from
Hypotheses fo Completeness®, FosSsaCs ‘20

Paul Brunet 24/42



A‘\/chéEs RECENTES SUR CKA
Plan

1. Algebre de Kleene concurrente

11, Observations booléennes
[@&III. Observations partielles

IV, Boifes

V. Travaux en cours et a venir

Paul Brunet
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LITMUS TEST - COHERENCE SEQUENTLELLE

{r0==0&krl==0}%
Ingrédients :
w Affectations x « 1

x :=1 y := 1
ri
= Observafions v, 0

r0 :=y = X

{1 (r0==1 ||l r1==1)}

Paul Brunet 26/42



DE QUELLES OBSERVATLONS AVONS NOUS BESOINTY

Premiere fentative : algebre booléenne

e Observafions afomigues : Ve Va €eQo Vo1

Paul Brunet 21/42



DE QUELLES OBSERVATLONS AVONS NOUS BESOINTY

Premiere fentative : algebre booléenne

e Observafions afomigues : Ve Va

€e@o Yo

= Formules booléennes :

. . 1
. ensembles d'éfats mémoire Vae — Va Yo

Vi | 0

eoq«’

Paul Brunet
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DE QUELLES OBSERVATLONS AVONS NOUS BESOINTY

Premiere fentative : algebre booléenne

e Observafions afomigues : Ve Va

€e@o Yo

. . . 1
® Formules booléennes : ensembles d'états mémoire Vae — Va e.q. | "

Vi | O
w Affectations : Y. giues- (Ve n)-slvesnl, c.a.d,

.o X X 1 X 0 X ]
b { [ 1o]> o= [TT2) 1> e = [T13) -}
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DE QUELLES OBSERVATLONS AVONS NOUS BESOINTY

Premiere fentative : algebre booléenne

e Observafions afomigues : Ve Va

€e@o Yo

, , . 1
® Formules booléennes : ensembles d'états mémoire Vae — Va e.q. | "

Vi | O
w Affectations : Y. giues- (Ve n)-slvesnl, c.a.d,

. X x [ 1 x [ 0 x [ 1
R (HH N HHAHH N R HH.

Probleme : composition paral\‘ele?‘

l

HE S HH
4 4|0
X X | 0

L 1]

HE e il

Paul Brunet
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ALGEBRE D'OBSERVATLONS PARTLELLES

Idée : au lieu détats mémoire Vae — Va, on considere des fonctions
pav‘he\\es VAR—\VAL.

’PCDL ol'obsevva’rions}
‘\—/1-1/*160/?0(:‘(3:::7— [ L | oaeB | ‘T1/\1’1 | *1\/‘\’1 | ¥

Mémes axiomes que BA pour V, A, T,L, plus :

V==, vem

B p<GopPAG: L definition du pseudo—complément

PCDL : trellis distributif pseudo—complémente

Théoreme

Wagemaker, B., Docherty, Kappé, Rof, & Silva, *Parfially Observable Concurrent Kleene
Algebra’, CONCUR ‘20

POCKAF e - f & [e]ro - [f4rec,

Paul Brunet
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CAUSALITE VS COMPOSITLONNALLTE

X < 0

X X |1 X X | 0
HH et i e
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CAUSALITE VS COMPOSITLONNALLTE

X < 0
HHEdtS i o
Solution : il faut < clore » le systeme explicitement,

le] — [e]nCausalPomsets.

Paul Brunet
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CAUSALITE VS COMPOSITLONNALLTE

X < 0
HHEdtS i o
4 4o 4 4 |
Solution : il faut < clore » le systeme explicitement,

le] — [e]nCausalPomsets.

Litmus fest :

T - (Vg}—)O/\Vw—>0)-((XH’|~YoF‘é) | (%eLnex)).m

[1] N CausalPomsets = 0
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A‘\/chéEs RECENTES SUR CKA
Plan

1. Algebre de Kleene concurrente
11, Observations booléennes

111, Observafions partielles

W 1V, Boifes

V. Travaux en cours et a venir
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EXCLUSLON MUTVELLE

print (counter) ;

X:=counter; y:=counter; e (x) —> (%) —> &(x)
x:=x+1; y:=y+1; = =
counter:=x; counter:=y; B = (y) — Ad(y) — A(y)

print (counter) ;
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EXCLUSLON MUTVELLE

print (counter) ;

X:=counter; y:=counter; e (x) —> (%) —> &(x)
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print (counter) ;
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EXCLUSLON MUTVELLE

print (counter) ;

X:=counter; y:=counter; e (x) —> (%) —> &(x)
x:=x+1; y:=y+1; = =
counter:=x; counter:=y; B = (y) — Ad(y) — A(y)

print (counter) ;

& — = (%) —> Ad(x) — A(x) — =(y) — A(y) — A(y) —> =

& —> = (x) —> = (y) —> Md(x) —> A(y) —> A(x) — AH(y) —> =&
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EXCLUSLON MUTVELLE

print (counter) ;

atomicq{ atomicq{
X:=counter; y:=counter; e (x) —> (%) —> &(x)
X:=x+1; y:=y+1; =)
counter:=x; counter:=y; B = (y) — Ad(y) — A(y)
} ¥

print (counter) ;

& — = (%) —> Ad(x) — A(x) — =(y) — A(y) — A(y) —> =

& —> = (x) —> = (y) —> Md(x) —> A(y) —> A(x) — AH(y) —> =&
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EXCLUSLON MUTVELLE

print (counter) ;
atomic{ atomic{
X:=counter; y:=counter;
X:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;
} }

print (counter) ;

=

L = (%) —> (%) —> &%) |

—
~

[ (y) —> ed(y) —> A ly) ]

\/

& — = (%) —> Ad(x) — A(x) — =(y) — A(y) — A(y) —> =

B —— o (x) —> = () —> ed(x) —> A(y) —> A(x) — Al) —> &

Paul Brunet
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EXCLUSLON MUTVELLE

counter) ;
atomicq{
y:=counter;
y:=y+l;
counter:=y;
}
counter) ;

=

L = (%) —> (%) —> &%) |

—
~

\/

[ (y) —> ed(y) —> A ly) ]

b= (x) —> ed(x) —> A (x)

e (y) — A(y) — A(y) —> =

& ——> (%) —> = (y) —> M%) —> A(y) — A(x) — H(y) —> =

print(
atomicq{
X:=counter;
x:=x+1;
counter:=x;
}
print(
% —
Paul Brunet
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POMSETS EMBOITES

4:\0

1/7d—>edx
\ /

fonction détiguetage
ensemble fini dévenements (Ep— A

P-(Ep, <p e )

ordre partiel
C EP X Ep

Paul Brunet
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POMSETS EMBOITES

< \’5:0
/,,md—w:d\
/

1:a b:cC

\/

3:b

fonction détiguetage
ensemble fini dévenements (Ep— A

P = (Ep, <p, 2p, Bp)

ordre partiel ensemble de boites
CEpxEp c P” (Ep)

Paul Brunet
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SUBSOMPTLON AVEC BOITES

4:b
_
228
~
. 5:¢
— ¢
a d—>¢:d
— ~ /7 ! x‘
1:3—)3;\9\ 5:Cc—>b:C C 1:a b:C
Tid— 7 \ /
g:d
3: b

PCQ lorsequil exlsTe un homomorphisme de @ vers P, c.a.d. une bijection
¢:Eq — Ep Telle que :

1) Apo @ = Ag

2) ¢ (<a) C<p

Paul Brunet 33/42



SUBSOMPTLON AVEC BOITES

\~¥
/\

/

1:3—)3;\0' 5

N~
7

PCQ lorsequil existe un homomorphisme de @ vers P, c.a.d. une bijection

¢:Eq — Ep Telle que :
1) Apo @ = Ag
2) ¢ (<a) C<p
3) ¢ (Bp) C Ba

Paul Brunet
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Iml

33/42



AXLOMATLSATLON

(on omet letoile de la signature)

(fell =[e]
(11 =1
ol1=0
te+f1-re1+(f)
fel<e
Demi—anneau concurrent, i.e, CKA sans étoile
Théoreme 7

CSR+Bre-f = [e]-[f].

B. & Pym, ‘*Pomsets with Boxes : Protection, Separation, and Localify in Concurrent Kleene
Algebra.”, FSCD ‘20
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EXCLUSLION MUTVELLE - LI

print (counter) ;

atomicq{ atomicq{
X:=counter; y:=counter; | (%) —> d(x) —> A(x) |
X:=x+1; yi=y+1; |‘iﬁ< >r£1
counter:=x; counter:=y; I e (y) — d(y) — A(y) |

} +

print (counter) ;

| P fm(x) ed(x) ()] | oo (y) - ed(y) - a(y)] - |
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EXCLUSLION MUTVELLE - LI

print (counter) ;

atomicq{ atomicq{
X:=counter; y:=counter; | (%) —> d(x) —> A(x) |
X:=x+1; yi=y+1; |‘iﬁ< >r£1
counter:=x; counter:=y; I e (y) — d(y) — A(y) |

} +

print (counter) ;

[Pra () ) a0 [ o= ly) ed(y) - a(y)] & |

Enfreindre l'exclusion mutuelle
(%) —> & (x)

« admettre une exécufion ayant le < mofif » suivant : >l

= (y) — A (y)
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EXCLUSLION MUTVELLE - LI

print (counter) ;

atomicq{ atomicq{
X:=counter; y:=counter; | (%) —> d(x) —> A(x) |
X:=x+1; yi=y+1; |‘iﬁ< >r£1
counter:=x; counter:=y; I e (y) — d(y) — A(y) |

} +

print (counter) ;

[Pra () ) a0 [ o= ly) ed(y) - a(y)] & |

Enfreindre l'exclusion mutuelle
(%) —> A (x)
« admettre une exécufion ayant le < mofif » suivant : >l

= (y) — A (y)

Probleme : cefte proprieté nest pas expressible par des inégalités, par

exemple de la forme |program < specification|.

Paul Brunet 35/42



POMSET LOGIC'

o=l [ a | ovy | oAy | opy | oxy | [o] | (9)

w PE=owy ssi 3P, P, tels que POP;P, et Pieg et Po=vy
w PlEoxy ssi 3P, P, fels que PP [P, ef PiEo et Polevw
® P [p] ssi 3Q tel que PO [Q] et Q9

®w P (g) ssi 3P, Q fels que PP ef PPoQ ef Ql=o.

Théoreme
PIA&vVve, (PEe=>QF9).

1. A ne pas confondre avec la logigue du méme nom proposée par Christian Rétore & Alain Lecomte

en 1115

Paul Brunet
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EXCLUSLION MUTVELLE - IIL

print (counter) ;

atomicq{ atomicq{
X:=counter; y:=counter; | (%) —> d(x) —> A(x) |
X:=x+1; yi=y+1; |‘iﬁ< >r£1
counter:=x; counter:=y; I e (y) — d(y) — A(y) |

} +

print (counter) ;

[ Pre () () @] | [=(4) ed(y) - a(y)] & |

Enfreindre l'exclusion mutuelle
(%) —> # (%)
« admettre une exécufion ayant le < mofif » suivant : >

= (4) —> Aly)
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EXCLUSLION MUTVELLE - IIL

print (counter) ;

atomicq{ atomicq{
X:=counter; y:=counter; | (%) —> d(x) —> A(x) |
X:=x+1; yi=y+1; |‘iﬁ< >r£1
counter:=x; counter:=y; I e (y) — d(y) — A(y) |

} +

print (counter) ;

[ Pre () () @] | [=(4) ed(y) - a(y)] & |

Enfreindre l'exclusion mutuelle
(%) —> # (%)
« admettre une exécufion ayant le < mofif » suivant : >

= (4) —> Aly)

’ PE (=) xm(y)) > (a(x) xa(y))) ‘

Paul Brunet 31/42



A‘\/chéEs RECENTES SUR CKA
Plan

1. Algebre de Kleene concurrente
11, Observations booléennes

111, Observafions partielles

IV, Boifes

[@-‘IV. Travaux en cours ef a venir

Paul Brunet
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ALGEBRES A HYPOTHESES

= Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, *Kleene Algebra with Hypotheses”,
FoSSaCS ‘14,
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ALGEBRES A HYPOTHESES

= Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, *Kleene Algebra with Hypotheses”,
FoSSaCS ‘14,

® Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, ‘Concurrent Kleene Algebra with
Observations : from Hypotheses to Completeness’, FossaCs ‘20,

® CKA avec boifes et hypotheses ?
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ALGEBRES A HYPOTHESES

= Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, *Kleene Algebra with Hypotheses”,
FoSSaCS ‘14,

® Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, ‘Concurrent Kleene Algebra with
Observations : from Hypotheses to Completeness’, FossaCs ‘z2o.
w CKA avec boites et hypotheses ?

11 faut tout refaire !
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ALGEBRES A HYPOTHESES

= Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, *Kleene Algebra with Hypotheses”,
FoSSaCS ‘14,

® Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, ‘Concurrent Kleene Algebra with
Observations : from Hypotheses to Completeness’, FossaCs ‘z2o.
w CKA avec boites et hypotheses ?

11 faut tout refaire !

Peut—on faire mieux ?

Paul Brunet 39/42



LOGIQUES DE COMPORTEMENTS

® Les approches fraditionnelles pour les logiques de programmes reposent
sur une nofion d'etat
e.qd. Hennessy—Milner Logic, (Propositional) Dynamic Logic..
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LOGIQUES DE COMPORTEMENTS

® Les approches fraditionnelles pour les logiques de programmes reposent

sur une notion détat
e.qd. Hennessy—Milner Logic, (Propositional) Dynamic Logic..

® La < Pomset logic » en revanche repose sur une notion abstraife de
comportement.
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LOGIQUES DE COMPORTEMENTS

® Les approches fraditionnelles pour les logiques de programmes reposent

sur une notion détat
e.qd. Hennessy—Milner Logic, (Propositional) Dynamic Logic..

® La < Pomset logic » en revanche repose sur une notion abstraife de
comportement.

Quelles proprietés des comportements peut—on/souhaite—t—on capturer ?

Paul Brunet 40/42



EXTENSLONS DU MODELE

& Fusionner les boites :

Paul Brunet

. .

<

le-tf1-g1-te-f-q1.
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EXTENSLONS DU MODELE

& Fusionner les boites :

. .

® Au dela des états mémoire :
observations atomigques.

Paul Brunet

<

Relafion de cohérence arbitraire entre les

V= 1XVi—=0

te-tfi-g1-te-f-qg1.
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EXTENSLONS DU MODELE

® Fusionner les boites : (e -(f1.g1-te-f.g1.

H—l - H—H

- Au dela des états mémoire : Relation de cohérence arbitraire entre les
observations atomigques.

V= 1X V=0
® Ajouter des données : Algebres nominales,

Paul Brunet /42



CEsT TOUT |

Merci de votre atfention :

https://paul.brunet-zamansky.fr
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