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concurrente
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Algèbre de Kleene - la théorie des langages réguliers

e,f ∈ EkaA ::= 0 | 1 | a ∈ A | e · f | e + f | e⋆

J K : EkaA → P
(
A⋆)

example :

Ja · ((a + b) · a)⋆K =
mots sur l’alphabet

{
a,b

}
de lon-

gueur impaire et tels qu’une lettre
sur deux est un a


=
{
a, aaa, aba, aaaaa, abaaa, aaaba, ababa, ...

}

Interprétation : langages réguliers
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Algèbre de Kleene - la théorie des langages réguliers

e + e=e e + f=f + e e + (f + g)=(e + f) + g
e + 0=0 e · 1=e = 1 · e e · (f · g)=(e · f) · g
e · 0=0 = 0 · e e · (f + g)=e · f + e · g (e + f) · g=e · g + f · g

e⋆ = 1 + e · e⋆ e · f ≤ f⇒ e⋆ · f ≤ f

Les axiomes de KA

KA ` e = f⇔ JeK = JfK.
Kozen, “A completeness theorem for Kleene algebras and the algebra of regular events”, LiCS
’90

Théorème
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KAT - la théorie des programmes impératifs

e,f ∈ EkatA,B ::= 0 | 1 | a ∈ A | t? | e · f | e + f | e⋆

t, t1, t2 ∈ TB ::= > | ⊥ | α ∈ B | t1 ∧ t2 | t1 ∨ t2 | ¬t

Syntaxe

Encode un langage While simple :

ifb thenp elseq 7→ b? · p +
(
¬b

)
? · q whileb dop 7→

(
b? · p

)⋆ · (¬b)?

chaînes guardées : séquences alternant états ∈ 2B & actions ∈ A.

α1 1
α2 0
α3 1
α4 1

a
α1 1
α2 0
α3 0
α4 1

b
α1 0
α2 0
α3 1
α4 0

c
α1 1
α2 1
α3 1
α4 0

Interprétation : langages de chaînes gardées
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KAT - la théorie des programmes impératifs

Les axiomes de KAT :
Le axiomes de KA.
Pour les tests, les axiomes des algèbres booléennes.
Les axiomes “glue” suivants :(

t1 ∨ t2
)
? = t1? + t2?

(
t1 ∧ t2

)
? = t1? · t2? >? = 1 ⊥? = 0

KAT ` e = f⇔ JeK = JfK.
Kozen & Smith, “Kleene algebra with tests : Completeness and decidability”, CSL ’96

Théorème

Encode la logique de Hoare propositionnelle :
{
b
}
p
{
c
}
⇔ b? · p ≤ p · c?
⇔ b? · p = b? · p · c?
⇔ b? · p ·

(
¬c

)
? = 0

Peut-on faire pareil pour les programmes concurrents ?
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Avancées récentes sur CKA
Plan

I. Algèbre de Kleene concurrente

II. Observations booléennes

III. Observations partielles

IV. Boîtes

V. Travaux en cours et à venir
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Bi-algèbre de Kleene

e,f ∈ EbikaA ::= 1 | 0 | a ∈ A | e · f | e ‖ f | e + f | e⋆ | e!

Une bi-algèbre de Kleene est une structure 〈A , 0, 1, ·, ‖,+, ⋆, !〉 telle que :

〈A , 0, 1, ·,+, ⋆〉 est une KA
〈A , 0, 1, ‖,+, !〉 est une KA commutative.

Définition

À quoi ressemble la bi-KA libre ?
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Pomsets - traces concurrentes

A est un alphabet d’actions.

1 : a

2 : a

3 : b

4 : b

5 : c

6 : c
7 : d 8 : d

P = ⟨EP,⩽P, λP⟩

ensemble fini d’évènements

ordre partiel
⊆ EP × EP

fonction d’étiquetage
: EP → A

À isomorphisme près ≡.
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Combiner les pomsets

a = a 1 = P1 =
a b

a

P2 =
c

b

P1; P2 =
a b

a

c

b

P1 ‖ P2 =

a b

a

c

b
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Complétude de biKA

J1K := {
1
} J0K := ∅JxK := {
x
} Je + fK := JeK ∪ JfK

Je · fK := {
P;Q

∣∣∣ P ∈ JeK, Q ∈ JfK} Je ‖ fK := {
P ‖ Q

∣∣∣ P ∈ JeK, Q ∈ JfK}
Je⋆K := {

P1; · · · ; Pn
∣∣ n ∈ N, Pi ∈ JeK} Je!K := {

P1 ‖ · · · ‖ Pn
∣∣ n ∈ N, Pi ∈ JeK}

biKA ` e = f⇔ JeK ≡ JfK.
Laurence & Struth, “Completeness Theorems for Bi-Kleene Algebras and Series-Parallel
Rational Pomset Languages”, RAMiCS ’14

Théorème
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Entrelacements et subsomption

(a ‖ b) · (c ‖ d) ≤ (a · c) ‖ (b · d).

Loi d’échange faible

a

b

c

d

a

b

c

d

⊑

P v Q quand il y a un homomorphisme de Q à P, c.à.d. une application
bijective φ : EQ → EP telle que λP ◦ φ = λQ et φ

(
≤Q

)
⊆≤P.

L⊑ :=
{
P

∣∣ ∃Q ∈ L : P v Q
}
.
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Algèbre de Kleene concurrente

(a ‖ b) · (c ‖ d) ≤ (a · c) ‖ (b · d).

Loi d’échange faible

Une algèbre de Kleene concurrente est une bi-algèbre de Kleene faible
〈A , 0, 1, ·, ‖,+, ⋆〉 qui satisfait la loi d’échange faible.

Pas d’itération parallèle

CKA

Paul Brunet 14/39



Complétude et décidabilité de CKA

Tester que deux expressions dénotent le même langage clos est un problème
ExpSpace-complet.
B., Pous, & Struth, “On Decidability of Concurrent Kleene Algebra”, CONCUR ’17

Théorème

CKA ` e = f⇔ JeK⊑ = JfK⊑.
Kappé, B., Silva, & Zanasi, “Concurrent Kleene Algebra : Free Model and Completeness”, ESOP
’18

Théorème
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Avancées récentes sur CKA
Plan

I. Algèbre de Kleene concurrente

II. Observations booléennes

III. Observations partielles

IV. Boîtes

V. Travaux en cours et à venir

Paul Brunet 16/39



CKAT

DOOMED !

Une KAT est une KA avec une sous-algèbre booléenne.
Une CKAT est une CKA avec une sous-algèbre booléenne.

Slogan

t? · p ·
(
¬t

)
? ≤ p ‖

(
t? ·

(
¬t

)
?
)

(axiomes de CKA)
= p ‖

(
t ∧ ¬t

)
?

(
a ∧ b

)
? = a? · b?

= p ‖ ⊥? (axiomes booléens)
= p ‖ 0 (⊥? = 0)
= 0 (axiomes de CKA)

↔ Pour tout programme et toute assertion, le triplet
{
t
}
p
{
t
}

est valide.
↔ Chaque test est un invariant de tous les programmes.
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À qui la faute ?

t? · p ·
(
¬t

)
? ≤ p ‖

(
t? ·

(
¬t

)
?
)

(axiomes de CKA)
= p ‖

(
t ∧ ¬t

)
?

(
a ∧ b

)
? = a? · b?

= p ‖ ⊥? (axiomes booléens)
= p ‖ 0 = 0 (⊥? = 0 + axiomes de CKA)

a? b?

états mémoire

a? b?

action

états mémoire

(
a ∧ b

)
? ≤ a? · b?

Paul Brunet 18/39



À qui la faute ?

t? · p ·
(
¬t

)
? ≤ p ‖

(
t? ·

(
¬t

)
?
)

(axiomes de CKA)
= p ‖

(
t ∧ ¬t

)
?

(
a ∧ b

)
? = a? · b?

= p ‖ ⊥? (axiomes booléens)
= p ‖ 0 = 0 (⊥? = 0 + axiomes de CKA)

a? b?

états mémoire

a? b?

action

états mémoire

(
a ∧ b

)
? ≤ a? · b?

Paul Brunet 18/39



À qui la faute ?

t? · p ·
(
¬t

)
? ≤ p ‖

(
t? ·

(
¬t

)
?
)

(axiomes de CKA)
= p ‖

(
t ∧ ¬t

)
?

(
a ∧ b

)
? = a? · b?

= p ‖ ⊥? (axiomes booléens)
= p ‖ 0 = 0 (⊥? = 0 + axiomes de CKA)

a? b?

états mémoire

a? b?

action

états mémoire

(
a ∧ b

)
? ≤ a? · b?

Paul Brunet 18/39



À qui la faute ?

t? · p ·
(
¬t

)
? ≤ p ‖

(
t? ·

(
¬t

)
?
)

(axiomes de CKA)
= p ‖

(
t ∧ ¬t

)
?

(
a ∧ b

)
? = a? · b?

= p ‖ ⊥? (axiomes booléens)
= p ‖ 0 = 0 (⊥? = 0 + axiomes de CKA)

a? b?

états mémoire

a? b?

action

états mémoire

(
a ∧ b

)
? ≤ a? · b?

Paul Brunet 18/39



À qui la faute ?

t? · p ·
(
¬t

)
? ≤ p ‖

(
t? ·

(
¬t

)
?
)

(axiomes de CKA)
= p ‖

(
t ∧ ¬t

)
?

(
a ∧ b

)
? = a? · b?

= p ‖ ⊥? (axiomes booléens)
= p ‖ 0 = 0 (⊥? = 0 + axiomes de CKA)

a? b?

états mémoire

a? b?

action

états mémoire

(
a ∧ b

)
? ≤ a? · b?

Paul Brunet 18/39



CKAO - Syntaxe

e,f ∈ EckaoA,B ::= 0 | 1 | a ∈ A | t? | e · f | e ‖ f | e + f | e⋆

t, t1, t2 ∈ OboolA ::= > | ⊥ | α ∈ B | t1 ∧ t2 | t1 ∨ t2 | ¬t

Tous les axiomes de CKA.
Pour les obsertions, les axiomes booléens.
Les axiomes “glue” suivants :(

t1 ∨ t2
)
? = t1? + t2?

(
t1 ∧ t2

)
? ≤ t1? · t2? ⊥? = 0

Axiomes de CKAO

Paul Brunet 19/39



CKAO - Modèle

α1 1
α2 1
α3 0

α1 1
α2 1
α3 0

a

b

α1 0
α2 0
α3 0

c
α1 0
α2 0
α3 1

α1 1
α2 0
α3 0

d
α1 1
α2 1
α3 0

b

a

α1 0
α2 0
α3 0

c
α1 0
α2 0
α3 1

α1 1
α2 0
α3 0

d

⊑

CKAO ` e = f⇔ JeK↓ = JfK↓.
Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, “Concurrent Kleene Algebra with Observations : from
Hypotheses to Completeness”, FoSSaCS ’20

Théorème
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Interlude - (C)KA modulo hypothèses

H : ensemble d’hypothèses e ≤ f sur un alphabet A donné.
structure algébrique de l’alphabet (e.g. α ∧ β = β ∧ α) ;
propriétés dynamiques (e.g. α ≤ α · α)
autres propriétés du système modélisé.

CKA + H ` e = f⇒ JeK↓H = JfK↓HThéorème

Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, “Kleene Algebra with Hypotheses”, FoSSaCS ’19
Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, “Concurrent Kleene Algebra with Observations : from
Hypotheses to Completeness”, FoSSaCS ’20
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Avancées récentes sur CKA
Plan

I. Algèbre de Kleene concurrente

II. Observations booléennes

III. Observations partielles

IV. Boîtes

V. Travaux en cours et à venir
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Litmus test - cohérence séquentielle

{ r0 == 0 && r1 == 0 }

x := 1 y := 1
r0 := y r1 := x

{ r0 == 1 || r1 == 1 }

Ingrédients :
Affectations x← 1
Observations r0 7→ 0
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De quelles observations avons nous besoin ?
Première tentative : algèbre booléenne

Observations atomiques : VAR 7→ VAL e.g. r0 7→ 1

Formules booléennes : ensembles d’états mémoire VAR→ VAL e.g. r0 1
r1 0

Affectations : ∑
s∈State s · (v← n) · s[v 7→ n], c.à.d.

Jx← 1K := {
x 0
y 0

x 1
y 0[x← 1] , x 0

y 1
x 1
y 1[x← 1] , . . .

}

Problème : composition parallèle ?
x 0
y 0

x 1
y 0[x← 1]

x 0
y 0

x 0
y 1[y← 1]
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Algèbre d'observations partielles

Idée : au lieu d’états mémoire VAR → VAL, on considère des fonctions
partielles VAR ⇀ VAL.

t, t1, t2 ∈ OpockaA ::= > | ⊥ | α ∈ B | t1 ∧ t2 | t1 ∨ t2 | t
Mêmes axiomes que BA pour ∨,∧,>,⊥, plus :

p ≤ q⇔ p ∧ q = ⊥ définition du pseudo-complément
v 7→ n = ∨

m̸=n v 7→ m

PCDL d’observations

PCDL : trellis distributif pseudo-complémenté

POCKA ` e = f⇔ JeK↓pocka = JfK↓pocka.
Wagemaker, B., Docherty, Kappé, Rot, & Silva, “Partially Observable Concurrent Kleene
Algebra”, CONCUR ’20

Théorème
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Causalité vs compositionnalité

x 0
y 0 x← 1 x 1

y 0
x 0
y 0 y← 1 x 0

y 1

x← 0

Solution : il faut « clore » le système explicitement.

JeK → JeK ∩ CausalPomsets.
Litmus test :

t :=
(
r0 7→ 0 ∧ r1 7→ 0

)
·
((
x← 1 · r0 ← y

)
‖
(
y← 1 · r1 ← x

))
·
(
r0 7→ 1 ∨ r1 7→ 1

)
JtK ∩ CausalPomsets = ∅
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Exclusion mutuelle

print(counter);

atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }

print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Ò (x) I(x) b(x) (y) I(y) b(y) Ò

Ò (x) I(x) b(x)(y) I(y) b(y) Ò

Paul Brunet 28/39



Exclusion mutuelle

print(counter);

atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }

print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Ò (x) I(x) b(x) (y) I(y) b(y) Ò

Ò (x) I(x) b(x)(y) I(y) b(y) Ò

Paul Brunet 28/39



Exclusion mutuelle

print(counter);

atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }

print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Ò (x) I(x) b(x) (y) I(y) b(y) Ò

Ò (x) I(x) b(x)(y) I(y) b(y) Ò

Paul Brunet 28/39



Exclusion mutuelle

print(counter);
atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }
print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Ò (x) I(x) b(x) (y) I(y) b(y) Ò

Ò (x) I(x) b(x)(y) I(y) b(y) Ò

Paul Brunet 28/39



Exclusion mutuelle

print(counter);
atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }
print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Ò (x) I(x) b(x) (y) I(y) b(y) Ò

Ò (x) I(x) b(x)(y) I(y) b(y) Ò

Paul Brunet 28/39



Exclusion mutuelle

print(counter);
atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }
print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Ò (x) I(x) b(x) (y) I(y) b(y) Ò

Ò (x) I(x) b(x)(y) I(y) b(y) Ò

Paul Brunet 28/39



Pomsets emboîtés

1 : a

2 : a

3 : b

4 : b

5 : c

6 : c
7 : d 8 : d

P = ⟨EP,⩽P, λP

, BP

⟩

ensemble fini d’évènements

ordre partiel
⊆ EP × EP

: EP → A
fonction d’étiquetage

ensemble de boîtes
⊆ P ̸=∅ (

EP
)
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Subsomption avec boîtes

1 : a

2 : a

3 : b

4 : b

5 : c 6 : c

7 : d
8 : d

1 : a

2 : a

3 : b

4 : b

5 : c

6 : c
7 : d 8 : d

⊑

P v Q lorsequ’il existe un homomorphisme de Q vers P, c.à.d. une bijection
φ : EQ → EP telle que :
1) λP ◦ φ = λQ
2) φ

(
≤Q

)
⊆≤P

3) φ
(
BP

)
⊆ BQ
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Axiomatisation

[[e]] = [e]
[1] = 1
[0] = 0

[e + f] = [e] + [f]
[e] ≤ e

CKA + B ` e = f ⇔ JeK = JfK.
B. & Pym, “Pomsets with Boxes : Protection, Separation, and Locality in Concurrent Kleene
Algebra.”, FSCD ’20

Thèse
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Exclusion mutuelle - II

print(counter);
atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }
print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Enfreindre l’exclusion mutuelle ↔ admettre une exécution contenant le
« motif » suivant : (x) b(x)

(y) b(y)
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Pomset logic*

φ,ψ ::= ⊥ | a | φ ∨ ψ | φ ∧ ψ | φ▶ψ | φ ⋆ψ |
[
φ
]

| LφM
P |= φ▶ψ ssi ∃P1,P2 tels que P w P1; P2 et P1 |= φ et P2 |= ψ

P |= φ ⋆ψ ssi ∃P1,P2 tels que P w P1 ‖ P2 et P1 |= φ et P2 |= ψ

P |=
[
φ
]
ssi ∃Q tel que P w

[
Q
]
et Q |= φ

P |= LφM ssi ∃P′,Q tels que P w P′ et P′ E Q et Q |= φ.

P w Q⇔ ∀φ,
(
P |= φ⇒ Q |= φ

)
.

Théorème

*. À ne pas confondre avec la logique du même nom proposée par Christian Rétoré & Alain Lecomte
en 1995
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Exclusion mutuelle - III

print(counter);
atomic{ atomic{

x:=counter; y:=counter;
x:=x+1; y:=y+1;
counter:=x; counter:=y;

} }
print(counter);

Ò

(x) I(x) b(x)

(y) I(y) b(y)
Ò

Enfreindre l’exclusion mutuelle ↔ admettre une exécution contenant le
« motif » suivant : (x) b(x)

(y) b(y)
↔ P |= L( (x) ⋆ (y)

)
▶
(
b(x) ⋆b(y)

)M
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Algèbres à hypothèses

Doumane, Kuperberg, Pous, & Pradic, “Kleene Algebra with Hypotheses”,
FoSSaCS ’19.

Kappé, B., Silva, Wagemaker, & Zanasi, “Concurrent Kleene Algebra with
Observations : from Hypotheses to Completeness”, FoSSaCS ’20.
CKA avec boîtes et hypothèses ?

Il faut tout refaire !

Peut-on faire mieux ?
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Logiques de comportements

Les approches traditionnelles pour les logiques de programmes reposent
sur une notion d’état
e.g. Hennessy-Milner Logic, (Propositional) Dynamic Logic…

La « Pomset logic » en revanche repose sur une notion abstraite de
comportement.

Quelles propriétés des comportements peut-on/souhaite-t-on capturer ?
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Extensions du modèle

Fusionner les boîtes : [e · [f] · g] = [e · f · g].

≤

Au delà des états mémoire : Relation de cohérence arbitraire entre les
observations atomiques.

v 7→ 1 � v 7→ 0
Ajouter des données : Algèbres nominales.
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C'est tout !

Merci de votre attention !

https://paul.brunet-zamansky.fr
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