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Mémaoire
La mémoire d’'une machine de Turing est appelée un ruban.
Chaque case (ou cellule) du ruban contient :

[ soit un symbole tiré d'un alphabet fini (par exemple {0, 1}, {a, b}, ou bien
l'alphabet ASCII);

B soit le symbole spécial #, indiquant que la case est vide.
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Mémoire

La mémoire d’'une machine de Turing est appelée un ruban.
Chaque case (ou cellule) du ruban contient :

[ soit un symbole tiré d'un alphabet fini (par exemple {0, 1}, {a, b}, ou bien
l'alphabet ASCII);

B soit le symbole spécial #, indiquant que la case est vide.

Contréle

Le “module de contréle” contient un ensemble fini d’états, dont un état initial et un
sous-ensemble d'états acceptants, ainsi que des regles de calcul.

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing 3/36



Dispositif automatique upee “episeN
Machine de Turing

q

0 B 3 8 S Y N Y N Y E Y

Configuration

Une configuration de la machine correspond a son état courant. Cela inclut I'état du
module de controle, le contenu du ruban, et la position de la téte de lecture.

A chaque étape :

[ la machine lit le symbole contenu dans la case courante;
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Configuration
Une configuration de la machine correspond a son état courant. Cela inclut I'état du

module de controle, le contenu du ruban, et la position de la téte de lecture.

A chaque étape :
[ la machine lit le symbole contenu dans la case courante;

B en fonction de ce symbole et de I'état courant, si une régle s'applique :
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Configuration

Une configuration de la machine correspond a son état courant. Cela inclut I'état du
module de controle, le contenu du ruban, et la position de la téte de lecture.

A chaque étape :

[ la machine lit le symbole contenu dans la case courante;

B en fonction de ce symbole et de I'état courant, si une régle s'applique :
- on change d'état de contrble;
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Configuration

Une configuration de la machine correspond a son état courant. Cela inclut I'état du
module de controle, le contenu du ruban, et la position de la téte de lecture.

A chaque étape :
[ la machine lit le symbole contenu dans la case courante;
B en fonction de ce symbole et de I'état courant, si une régle s'applique :

- on change d'état de contrble;
- on écrit un nouveau symbole dans la case courante;

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing 4/36



Dispositif automatique upee “episeN
Machine de Turing

q2
1,0 qz2,b,»

- Jofofofofe]efofofe e e +] -

Configuration

Une configuration de la machine correspond a son état courant. Cela inclut I'état du
module de controle, le contenu du ruban, et la position de la téte de lecture.

A chaque étape :
[ la machine lit le symbole contenu dans la case courante;
B en fonction de ce symbole et de I'état courant, si une régle s'applique :

- on change d'état de contrble;
- on écrit un nouveau symbole dans la case courante;
- on déplace le pointeur d'un cran, vers la droite ou vers la gauche.
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Configuration

Une configuration de la machine correspond a son état courant. Cela inclut I'état du
module de controle, le contenu du ruban, et la position de la téte de lecture.

A chaque étape :
[ la machine lit le symbole contenu dans la case courante;

B en fonction de ce symbole et de I'état courant, si une régle s'applique :
- on change d'état de contrble;
- on écrit un nouveau symbole dans la case courante;
- on déplace le pointeur d'un cran, vers la droite ou vers la gauche.

B si aucune régle ne s'applique, ou si I'état courant est final, la machine s'arréte.
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Définition formelle

#/#, >

#/#, 4
a/a,»
A/A, < A/A, > A/A >
définition (Machine de Turing) a/a, <
Une machine de Turing est une structure M = (Q,X,T', A, qo, F) ou :

[ Q est un ensemble fini d'états;
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Définition formelle
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définition (Machine de Turing) a/a, <
Une machine de Turing est une structure M = (Q,X,T', A, qo, F) ou :
[ Q est un ensemble fini d'états;

B X est un alphabet d'entrée;
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Définition formelle
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#/4, 4
a/a,»
A/A, < A/A > A/A >
définition (Machine de Turing) a/a, <
Une machine de Turing est une structure M = (Q,X,T', A, qo, F) ou :
[ Q est un ensemble fini d'états;
B X est un alphabet d'entrée;

[ T est un alphabet de bande, tel que {#} UX C T';
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Définition formelle
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définition (Machine de Turing) a/a, <

Une machine de Turing est une structure M = (Q,X,T', A, qo, F) ou :

[ Q est un ensemble fini d'états;

B X est un alphabet d'entrée;

[ T est un alphabet de bande, tel que {#} UX C T';

B ACQxTI xT x{4,»} x Qestunensemble de transitions;
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Définition formelle

#/#, >

#/%, 4
a/a,»
A/A, < A/A > A/A >
définition (Machine de Turing) a/a, <
Une machine de Turing est une structure M = (Q,X,T', A, qo, F) ou :
[ Q est un ensemble fini d'états;
B X est un alphabet d'entrée;
[ T est un alphabet de bande, tel que {#} UX C T';
B ACQxTI xT x{4,»} x Qestunensemble de transitions;

B go € Q est un état initial, et F C Q est un ensemble d'états finaux.
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#/#, >

#/%, 4
a/a,»
A/A, < A/A > A/A >
définition (Machine de Turing) a/a, <
Une machine de Turing est une structure M = (Q,X,T', A, qo, F) ou :
[ Q est un ensemble fini d'états;
B X est un alphabet d'entrée;
[ T est un alphabet de bande, tel que {#} UX C T';
B ACQxTI xT x{4,»} x Qestunensemble de transitions;
B go € Q est un état initial, et F C Q est un ensemble d'états finaux.
On utilise la notation p a/b.d, q pour désigner une transition (p,a, b, d,q) € A.
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Configurations

#/#,»

#/#, 4
/% a/a,»

définition (Configuration) Q?é:: Wil AR >

Une configuration représente I'état global de la machine M a un instant donné. Cela
comprend :

&= |'état courant g € Q;
¥ le contenu du ruban;
[ la position courante de la téte de lecture.

On représente une configuration par uqv, avec q 'état courant, et u et v le contenu
du ruban resp. a gauche et a droite de la téte de lecture.

2
NS
"‘|°|A|"|°|A|0|0|A|¢|u|a|u|4.A — aAACA 2 a0A

Pour gérer le fait que le ruban est infini, on considére les configurations a équivalence
prés,en posant: uqva uqvi# < #uqv.
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définition (Configuration) Q?é:: Wil AR >

Une configuration représente I'état global de la machine M a un instant donné. Cela
comprend :

&= |'état courant g € Q;
¥ le contenu du ruban;
B |a position courante de la téte de lecture.

On représente une configuration par uqv, avec g I'état courant, et u et v le contenu
du ruban resp. a gauche et a droite de la téte de lecture.

2
NS
'“|°|A|A|°|A|0|0|A|#|#|a|u|‘.A — 0AACA 2 a0A

Pour gérer le fait que le ruban est infini, on considére les configurations a équivalence
prés,en posant: uqva uqvi# < #uqv.
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Configurations
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définition (Configuration) Q?é:: Wil AR >

Une configuration représente I'état global de la machine M a un instant donné. Cela
comprend :

&= |'état courant g € Q;
¥ le contenu du ruban;
B |a position courante de la téte de lecture.

On représente une configuration par uqv, avec g I'état courant, et u et v le contenu
du ruban resp. a gauche et a droite de la téte de lecture.

‘|G|A|A|°|A|°|0|A|#|#|#|u|4“ — 0AAOA 2 00A

Pour gérer le fait que le ruban est infini, on considére les configurations a équivalence
prés,en posant: uqva uqvi# < #uqv.
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Une configuration représente I'état global de la machine M a un instant donné. Cela

comprend :

&= |'état courant g € Q;

" le contenu du ruban;

B |a position courante de la téte de lecture.

On représente une configuration par uqv, avec g I'état courant, et u et v le contenu

du ruban resp. a gauche et a droite de la téte de lecture.

2
NS

0AAOCA 2 00A
<|O|A|A|0|A|0|G|A|$¢|#|#|Q|<-~ =

Pour gérer le fait que le ruban est infini, on considére les configurations a équivalence

prés,en posant: uqva uqvi# < #uqv.
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Configurations

#/#, >

A/A, < A/A > A/A >
a/a, €
définition (Configurations initiales/finales)

¥ Une configuration est initiale si elle est de la forme go w avec w € X*.

B Configuration initiale :

Nofefofofefo]o]o]+]
0 coocoaaa
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définition (Configurations initiales/finales)

¥ Une configuration est initiale si elle est de la forme go w avec w € X*.

¥ Une configuration est finale si |'état courant est un état final. Autrement dit
les configurations initiales s'écrivent uqv avec g € Fet u,v € I'*.

B Configuration initiale :
0

Nofefofofefo]o]o]+]
0 coocoaaa

[ Configuration finale :

5
1

“‘|“|A|”|"|“|A|“| |”| HAHAAAH S #
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Etape de calcul

#/%,»

#/#, 4
a/a,»
A/A, < A/A > A/A, >
a/a, €

Une étape de calcul dans une machine de Turing correspond a I’exécution d’une tran-
sition depuis une configuration donnée, et mene a une nouvelle configuration.
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Une étape de calcul dans une machine de Turing correspond a I’exécution d’une tran-
sition depuis une configuration donnée, et mene a une nouvelle configuration.

B Sion a une transition p a/br, g e A,

2
~Jolafefolafefe] -
aA 2 0aA
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Etape de calcul
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a/a,»
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a/a, €

Une étape de calcul dans une machine de Turing correspond a I’exécution d’une tran-
sition depuis une configuration donnée, et mene a une nouvelle configuration.

. s a/b,»
& Sionaune transmonp/—’> g€ A, alorsupav —aq ubqv.
2 3
folafefofafefel - mac o fofa]efofale]e]
aA 2 0aA aAA 3 A
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Une étape de calcul dans une machine de Turing correspond a I’exécution d’une tran-
sition depuis une configuration donnée, et mene a une nouvelle configuration.

a/b,»

[ Sion a une transitionp /——— g € A, alorsupav —q ubqv.
2 3
! 4
Nofafolofafele]l - wame o Jofafrfo]afefe]
aA 2 0aA aAA 3 A
B Sionaune transitioan) ge A,
2

i}
Jolafolofafe]+] -

OAQOA 2 #
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Une étape de calcul dans une machine de Turing correspond a I’exécution d’une tran-
sition depuis une configuration donnée, et mene a une nouvelle configuration.

a/b,»

[ Sion a une transitionp /——— g € A, alorsupav —q ubqv.
2 3
Nofafolofafele]l - wame o Jofafrfo]afefe]
aA 2 0aA aAA 3 A
- o . a/b,«
B Sionaune transmonp/—’> g € A, alors ucpav — g uqcbv.
2 4
Jolefofolafefe]l - wa o folafofolafe]e]
0AGCA 2 # aAda 4 Ak
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définition (Exécution)
[ Une exécution d'une machine de Turing M est une séquence de configurations
Co — M (o — M M Cn.

B On note Co — %, Cn lorsequ'il existe une exécution de M allant de Cq a Cp.
B Une exécution est acceptante si Cy est une configuration initiale, et C,, est une

configuration finale.
définition (Langage reconnu par M)

Le langage reconnu par une machine de Turing est I'ensemble des mots w € X* tels
qu'il existe une exécution go w — 7%, C ou C est finale.

LM):={weZ*|qow =} uqvetqgeF}.
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_g@? a/#,» @ #/4, > -

#/4,» o/o,»I /A

#/#, 4 Y
A/A, < A/A > A/A D
a/a, €
0
1
loofofofs]+]+]
I« »
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CO e Q) wm» 2) #1aaa
—(0 Q) Ge—
#/4#,» o/a.bl a/A >
#/E a/a,»
A/A, < A/A > A/A >
a/a, €
1
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§ ) a/#,» Q #/#,» 2) #1000
—¢ 1 ©, 3) #a2aa
#/4#,» a/a,» a/A e

A/A, > A/A, >

Jelofolofee]+] -

I« 4]
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Calcul dans une machine de Turing
Exemple

A/A > A/A, > 0 aaaa

)

§ ) a/#,» Q #/#,» 2) #1000
—¢ ; ® 3) #02aa
/4> a/a,» a/A,» 4) #aA3a

#/4#, 4
/ % a/a,» és

A/A, A/A > A/A >

I« 4]
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AJA P AJA, > 1
2) #1o00

)
a/#,» Q #/4, > )
_g@? ! ® 3) #02a0
)
)

0 aooa

8/ a/e, ’I a/A > 4) #0A3q

ﬂ 5) #0Aa 2 #
#/#, <4
a/a,»

A/A, A/A > A/A >

I« 4]
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A/A, > A/A, >

_g@? /s> QIQ #/8>

#/%,» o/o,»I a/A >

#/#, <
/%, a/a,»
A/JA, < AJA >

//c]

a/a, <

I«
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A/A, >

1
2
3) #0200

) 0ocaoa
)

)
4) #0A3a
)

)

#1000

5
6

#oAQ 2 #
#0A 4 o#
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AR > A/A > 1) 0aaaa
% a/# > Q #/4,» 2) #1laaa
3 l C 3) #0200
#/4,» a/a,» o/ > 4) #oA3a
W 5) #0A02#
A/A, 4 AJA > YN 6) #o0A4o#
oot 7) #04 Aot
4 8) #40A0#
1
TTLEE
I« .
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a/h> A/A > 1) Oaaoa
o> Q /8> 2) #1000
_g@? i ©o— 3) #0200
#/#,» a/a,» a/A,» 4) #0A3a
e e e 6) #0A40#
a/a, < 7) #04 Ao#
. 8) #4 0Aa#
1 9) 4#oAo#
[e[ofafofs]+]+]
I« .
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AJA P AJA, > 1) O0oaoaa

)
a/#,» /%, 2) #1laaa
_g@? Q 4 o 3) #0200
)
)
)

#0A30

#/4#,» a/a, »I a/A,» 4

5) #0A02#
#/%, a/a,»

A/A, < A/A > A/A > 6) #0A4o#

a/a, < 7) #04 Ao#

0 8) #4 0Ao#

1 9) 4 #oAa#

Nelafalols]e]s] - 10) #0 aAa#
I« »l
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AJA, > /A, > 1) Oaaaa 11) ##1A0#

)
a/#,» /%, 2) #1laaa
_g@? ! gp 4 o 3) #0200
)
)
)

#0A30

#/4#,» a/a, »I a/A,» 4

5) #0A02#
#/%, a/a,»

A/A, < A/A > A/A > 6) #aA4a#

a/a, < 7) #04 Ao#

1 8) #4 0Aa#

1l 9) 4#oAo#

»|#|#|A|o|t¢|#|#|~- 10) #0 oAO#
I« »l
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AJA D AJA > 1) Oaaaa 11) ##1A0#
@ a/#,» Q #/4 > 2) #1000 12) ##A10#
—¢ Y o— 3) #02a0
\alld “/’“-’l a/a,» 4) #aA3a
m 5) #0Aa 2 #
A/A, 4 AJA > ofe AJA > 6) #aA4a¥
a/a, < 7) #04 Aok
1 8) #40A0%
1 9) 4#oAaH
»|#|#|A|o|t¢|#|#|~- 10) #0 oAO#
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AJA D AJA > 1) Oaaaa 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>io; / i / Ge—
3) #0200 13) ##AQ2 #
\atle a/e,» a/A,» 4) #0A3aq
S) #0Aa2 #
B/, 4 a/a,»
A/A, < A/A > A/A > 6) #aA 4 o
a/a, < 7) #a4 Aa#
2 8) #40A0%
1l 9) 4#oAa#
»|#|#|A|o|t¢|#|#|~- 10) #0 oAO#
I« »
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Calcul dans une machine de Turing

Exemple

AJA > AJA >
wr Q) w/w»
—>io; o/ 1 / Ge—

#/%,» o/o,»I a/A >

A/A, < A/A > A/A >
a/a, 4

I«

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing

1
2
3

) 0ocaoa
)

)
4) #0A3a
)

)

#1000
#0200

5) #0A02#
6) #0A4 0%
7) #04 Aok
8) #4 0Aa#
9) 4#oAo#
10) #0 oAo#

uﬁ *JEPISEN

11) ##1A0#
12) ##A10#
13) ##A02#
14) ##A4 0%

4]
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA, > 1) Ooaaco 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>io; / i / Ge—
3) #0200 13) ##AQ2 #
Al a/a,» a/A,» 4) #aA3a 14) ##A4 0%
5) #oAQ2# 15) ##4 Aa#
#/#, 4 Jas
AJA, < AJA > ' A/A > 6) #aA4a¥
a/a, < 7) #04 Aok
4 8) #40A0%
1 9) 4#oAo#
»|#|#|A|o|tz|#|#|~- 10) #0 oAc#
I« »l
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA, > 1) O0aaao 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>io; / i / Ge—
3) #0200 13) ##AQ2 #
/4 a/a,» a/h,» 4) #0A3a0 ) ##A4 a8
5) #oAQ2# 15) ##4 Aa#
#/E a/a,»
AP < e W 6) #0A40# 16) #4 #Ao#
a/a, 4 7) #04 Ac#
4 8) #40A0%
9) 4#oAo#
»|#|#|A|o|#|#|#|~- 10) #0 oAc#
I« »l
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA, > 1) O0aaao 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>;o; / i / Ge—
3) #0200 13) ##AQ2 #
Al a/a,» a/A,» 4) #0A30 14) ##A4o#
5) #oAQ2# 15) ##4 Aa#
#/#, 4 Jas
AP < e W 6) #0A40# 16) #4 #Ao#
a/a, 4 7) #04 Ac# 17) ##0Ao#
0 8) #40A0#
1 9) 4 #oAa#
»|#|#|A|o|#|#|#|~- 10) #00Ao#
I« »l

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing 10/36



Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA, > 1) O0aaao 11) ##1A0#
aer Q) #/a» 2) #1000 12) ##tAlo#
—>io; i / Ge—
3) #0200 13) ##AQ2 #
/4> a/a,» a/A,» 4) #0A30 14) ##A4o#
5) #oAQ2# 15) ##4 Aa#
#/E a/a,»
AP < e W 6) #0A40# 16) #4 #Ao#
a/a, 4 7) #04 Ac# 17) ##0Ao#
0 8) #4 0Ao# 18) ##A0o#
1 9) 4#oAo#
»|#|#|A|o|#|#|#|~- 10) #00Ao#
I« »l
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA, > 1) O0aaao 11) ##1A0#
a/er Q) /e 2) #1a0a 12) ##A10#
—>io; / 1 - Ge—
3) #0200 13) ##AQ2 #
/4> a/a,» a/a,» 4) #0A30 14) ##A4o#
5) #oAQ2# 15) ##4 Aa#
#/#, 4 Jas
AP < e W 6) #0A40# 16) #4 #Ao#
a/a, 4 7) #04 Ac# 17) ##0Ao#
1 8) #4 0Ao# 18) ##A0o#
i 9) 4 #oAa# 19) ##A#14#
»|#|#|A|#|#|#|#|~- 10) #00Ao#
I« »l
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA > 1) Oaaoa 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>;o; / 1 / oO— 3)
)
)
)

#0200 13) ##AQ2#
B/ > a/a,» a/A > 4) #0A3q 14) ##A 408

m 5) #0A02# 15) ##4 Ao#
a/a,»
Am < e W 6) #0A4 0% 16) #4 #A0#
a/a, < 7) #04 Aok 17) ##0Ao#
5 8) #4 0Ao# 18) ##A O o#
1 9) 4#0Aat 19) ##A# 14
Nela]ale]s]e]o] 10) #0 aAo# 20) ##AH#5#

€ >
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA > 1) Oaaoa 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>;o; / 1 / oO— 3)
)
)
)

#0200 13) ##AQ2#
B/ > a/a,» a/A > 4) #0A3q 14) ##A 408

m 5) #0A02# 15) ##4 Ao#
a/a,»
Am < e W 6) #0A4 0% 16) #4 #A0#
a/a, < 7) #04 Ao 17) ##0 Ao#
5 8) #4 0Ao# 18) ##A O o#
l 9) 4#aAo 19) ##A%#1#
Nela]ale]s]e]o] 10) #0 aAo# 20) ##AH#5#
Le mot aaaa est accepté.
1< >
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Calcul dans une machine de Turing upec “YepiseN
Exemple

AJA, > AJA, > 1) Ooaaco 11) ##1A0#
a/er Q) /a0 2) #1000 12) ##A10#
—>i0; / i / oO—
3) #0200 ) #HAQ2 #
/4> a/a,» a/a,» 4) #0A30 14) ##A4o#
5) #oAQ2# 15) ##4 Aa#
#/E a/a,»
AP < e W 6) #0A40# ) #4#A0#
a/a, 4 7) #04 Ac# 17) ##0Aa#
5 8) #4 0Ao# 18) ##A0o#
‘L 9) 4 #oAa# 19) ##A#14#
Nela]ale]s]e]o] 10) #0aAa# 20) ##A##5#

Le mot aaaa est accepté.

Exercice

Quel est le langage reconnu par cette machine ?

I« 4]
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

définition

Un langage L C >* est dit reconnaissable si il existe une machine M telle que
L=L(M).

Les langages reconnaissables constituent la classe des langages expressibles par le
modeéle de calcul (MT, =), ou MT est 'ensemble des machines de Turing avec ¥ comme
alphabet d’entrée, et w |= M si et seulement si w € L(M).
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Machines de Turing
Plan

1. Premiéres définitions

@*’ 2. Equivalence de modéles

3. Modeles équivalents
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Equivalence de modeéles upee “episeN

[ On va maintenant considérer des variations de la définition de machine de Turing.
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Equivalence de modeéles upee “episeN

[ On va maintenant considérer des variations de la définition de machine de Turing.

[ On voudra vérifier que toutes ces variations sont équivalentes.
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Equivalence de modeéles upee “episeN

[ On va maintenant considérer des variations de la définition de machine de Turing.
[ On voudra vérifier que toutes ces variations sont équivalentes.

B Pour cela, on rappelle la définition d'un modeéle de calcul, puis celle d'équivalence
de modéles.

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing 13/36



Modeéle de calcul Uﬁ\*’smeu
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Modéele de calcul Uﬁ\”’smm
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Expressivité d'un modéle de calcul upee “episeN

définition (Modéle de calcul)

Un modéle de calcul sur l'alphabet X est une paire .# = (M, =) ou M est un
ensemble de machines, et =C X* x M est une relation binaire d’acceptation.
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Expressivité d'un modéle de calcul upee “episeN

définition (Modéle de calcul)

Un modéle de calcul sur l'alphabet X est une paire .# = (M, =) ou M est un
ensemble de machines, et =C X* x M est une relation binaire d’acceptation.

Une machine définit un langage :

Ly :={wexr |wgE M}.
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Expressivité d'un modéle de calcul upee “episeN

définition (Modéle de calcul)

Un modéle de calcul sur l'alphabet X est une paire .# = (M, =) ou M est un
ensemble de machines, et =C X* x M est une relation binaire d’acceptation.

Une machine définit un langage :

Ly :={wexr |wgE M}.

Un modeéle définit une classe de langages :

Lang (A) = {Lp CZ* | M € M}.
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Comparaison de modéles upee “episeN

définition (Comparaison de modeles)

Soient ./, et ./, deux modeles de calcul.

e/, se réduit a />, noté .4y < >, si pour toute machine M € M il existe
une machine M’ € M, acceptant le méme langage, autrement dit :

YMeM;, IM €My : WwWeS , weEi M wkE= M.

B/, est équivalent a .7, noté /4 =~ M5, si M X M, et Mr X M.
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Comparaison de modéles upee “episeN

définition (Comparaison de modeles)

Soient ./, et ./, deux modeles de calcul.

e/, se réduit a />, noté .4y < >, si pour toute machine M € M il existe
une machine M’ € M acceptant le méme langage, autrement dit :

YMeM;, IM €My : WwWeS , weEi M wkE= M.

B/, est équivalent a .7, noté /4 =~ M5, si M X M, et Mr X M.

remarque

Pour toute paire de modeles .7, .4, on a :

M R Mo < Lang () C Lang (43)

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing 16/36



Preuve de réduction ~ compilateur upee “episeN

M se réduit a 4>, noté .4y < ., si pour toute machine M € M il existe une
machine M’ € M, acceptant le méme langage, autrement dit :

VM EM;, M €My : YW E X, w =y M & w = M.

B Prouver que .#; = ./> revient a trouver une fonction ¢ : M — M} telle que pour
toute machine M € My, on aie £1(M) = Ly(p(M)).

B Généralement, un modele de calcul .# est associé a une syntaxe, permettant de
spécifier une machine par un texte structuré sur un alphabet 3 _, .

VM e M, Jprog € (X _4)* : M = parse_, (prog).

définition
& Un parseur pour ./Z est une fonction EWJESHT parse , : (. 4)* — M.

¥ Un compilateur de .# & .4 est une fonction compile : (X 4,)" — (Z.4,)"
telle que :

Li(parse 4, (prog)) = Lo(parse ,, (compile(prog)))
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Machines de Turing upec “YepiseN
Plan

1. Premiéres définitions

2. Equivalence de modéles

ﬁ—“ 3. Modeles équivalents

3.1. Machine paresseuse

3.2. Position initiale de la téte de lecture
3.3. Ruban semi-infini

3.4. Rubans multiples
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Modeles équivalents upee “episeN

ACQOxTI xI'x {4»} xQ

Machines de Turing
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Modeles équivalents upee “episeN

ACQOXI XTI x {4v,»} xQ

Jeux d’instructions différents

ACQXxTI x (T+{4»}) xQ

ACQOxTI xI'x {4»} xQ

Machines de Turing
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Modeles équivalents Ug{q\*feplszn

q
Jeux d’instructions différents ﬂﬂﬂﬂﬂ o

Initialisation différente

ACQOxIx (I'+{«4»}) xQ

ACQXT xI x {4»} xQ

Machines de Turing
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Modeles équivalents Ua{c erisen

g
Jeux d'instructions différents ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

ACQxXTx (I +{4r}) xQ Initialisation différente

q

ACQXxI XTI x{4»} xQ

Machines de Turing

ACQxT?2xT?x {4»r}?>xQ
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Modeles équivalents upee “episeN

ACQOXI XTI x {4v,»} xQ

Jeux d’instructions différents

ACQOxTI xI'x {4»} xQ

Machines de Turing
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Machine paresseuse upee “episeN
Jeux d'instructions différents

définition (Machine paresseuse)

Une machine de Turing paresseuse est une structure (Q,3,T", A, qo, F), ou Q est
un ensemble fini d’états, > et " sont deux alphabet (respectivement d’entrée et de
bande), go € Q est I'état initial, F C Q est I'ensemble des états acceptants, et :

ACQXxIDxIx {€4» v} xQ.

Les configurations et transitions d’une telle machine sont similaires a celles d’une
machine de Turing classique, avec en plus des transitions stationnaires :

P2V g A= upav—pq ugb.

théoreme 1

Les machines de Turing sont équivalentes aux machines de Turing paresseuses.
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Machine paresseuse upee “episeN
Jeux d'instructions différents

théoréme 1

Les machines de Turing sont équivalentes aux machines de Turing paresseuses.

Preuve.

B Soit M une machine de Turing. Alors M est également une machine paresseuse
(simplement une machine paresseuse n'ayant aucune transition stationnaire). Donc
les machines classiques se réduisent aux machines paresseuses.
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Machine paresseuse upee “episeN
Jeux d'instructions différents

théoréme 1

Les machines de Turing sont équivalentes aux machines de Turing paresseuses.

Preuve.

B Soit M une machine de Turing. Alors M est également une machine paresseuse
(simplement une machine paresseuse n'ayant aucune transition stationnaire). Donc
les machines classiques se réduisent aux machines paresseuses.

B Soit M une machine paresseuse. On va construire une machine classique
reconnaissant le langage £(M), en gardant les transitions allant & gauche ou a
droite, et en simulant les transitions stationnaires par une paire de transitions vers
la droite puis vers la gauche. Plus précisément, si M = (Q,3,T', A, qo, F), on
construit la machine classique M’ = (QU Q', 3, T, A/, qo, F), avec

Q:={q | g € Q} une copie de Q;

a/b,D a/b,D

A={p-—L"5qg|De{4p} etp "5 ge A}
U{p a/b» q/|p a/b,v qGA}

U{q’ﬂ)ﬂqeo,ael‘}.
On voit sans peine que L(M') = £(M), et donc que les machines paresseuses se
réduisent aux les machines classiques.
g
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Modeles équivalents upee “episeN

q

o DEEEE R

Initialisation différente

ACQxI XTI x {€4»} xQ

Machines de Turing
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Langage préfixé du symbole # (1/4) Joec|"ersen

Initialisation différente

Dans ce cours, on a défini le langage d’une machine de Turing comme suit :
L(M) :={w e X" | gow —, Cet Cacceptante} .
En TD, on utilise une définition différente du langage d'une machine de Turing :

L' (M) = {w e =* | go #w — 7, C et C acceptante} .

Ces deux définitions correspondent a deux modéles de calcul différents :
B ./ = (MT, =), avec w = M < qow — 7, C et C acceptante.
B /7' = (MT, '), avec w =’ M < qo #w — %, C et C acceptante.

théoréme 2

M et /' sont équivalents.
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Langage préfixé du symbole # (2/4) Joec|"ersen

Initialisation différente

Preuve.

W =
Soit M une machine de Turing, on va construire une machine de Turing
(paresseuse) M’ avec état initial 0 telle que :

qow — 3 C acceptante < 0#w —, , C acceptante .
On propose la machine suivante :

a/a,»
b/b,»

#/4,» Q #/%, 4
r

A

On peut vérifier sans peine que :

Yw € I*, 0 #w —>jw #wr# —>’/‘W go w.
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Langage préfixé du symbole # (3/4)
Initialisation différente
Et que, comme M est incluse dans M’ :
qow =3 Ceqow =y Co 08w =7, qgow — 7 C
& <.
Soit M’ une machine de Turing, on va construire une machine de Turing

(paresseuse) M avec état initial O telle que :

qo #w — ., C acceptante < 0w —  C acceptante .

On propose la machine suivante :
a/a,»

Calculabilité et Complexité : Machines de Turing
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Langage préfixé du symbole # (4/4) upec “YepiseN

Initialisation différente ,

On peut vérifier sans peine que :
Yw e X%, 0w — 3 qo #w.
Et que, comme M’ est incluse dans M :

Qo#w =7, Coqo#w =73 C 0w =7 qo#w =3, C
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Modeles équivalents Ua{c\‘fsmsm

q

Rubans différents
223 3 13 0 2 3 3

ACQOxTI xI'x {4»} xQ

Machines de Turing
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Ruban semi-infini Jhc|"Eemsen
Rubans différents

Nous avons défini le ruban d’une machine de Turing comme étant infini des deux c6tés;
c’est un tableau indexé par les entiers relatifs :

q

NS
ofofofofofofo]ofe]e]
—4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7

Alternativement, on peut considérer un ruban semi-infini. Un tel ruban indexé par les
entiers naturels, est infini vers la droite mais arrété a gauche :

q

NS
Lefolofofoofofo]e ]
01 2 3 4 5 6 7 8 9

Cela ne change pas la définition de la machine en elle-méme, mais change en revanche
la définition de configuration. Jusqu'’ici, on considérait que uqv = uqv# = #uqv. Pour
les machines a ruban semi-infini, on a seulement uqv =~ uqv# maisuqv % #uqv.
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Ruban semi-infini Jhc|"Eemsen
Rubans différents

Nous avons défini le ruban d’une machine de Turing comme étant infini des deux c6tés;
c’est un tableau indexé par les entiers relatifs :

q

NS
ofofofofofofo]ofe]e]
—4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7

Alternativement, on peut considérer un ruban semi-infini. Un tel ruban indexé par les
entiers naturels, est infini vers la droite mais arrété a gauche :

q

NS
Lefolefofoofofo]e ]
01 2 3 4 5 6 7 8 9

Cela ne change pas la définition de la machine en elle-méme, mais change en revanche
la définition de configuration. Jusqu'’ici, on considérait que uqv = uqv# = #uqv. Pour
les machines a ruban semi-infini, on a seulement uqv ~ uqv# maisuqv % #uqv.

théoréme 4

Les machines a ruban semi-infini sont équivalentes aux machines de Turing.
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Encoder un ruban semi-infini sur un ruban normal ufec | episen
Rubans différents

Idée : on va ajouter avant I'entrée un symbole spécial <.
Ce symbole restera pendant toute I'exécution a la méme place, et toute exécution le

visitant sera rejetée.
Ainsi, on s’assure que |'exécution reste toujours sur les cellules d’index positif.

Lefefofof = o e]+]- | [ofofofe]e]
o 1 2 3

—3-2-10 1 5
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Encoder un ruban semi-infini sur un ruban normal Jhc|"Eemsen
Rubans différents

Idée : on va ajouter avant I'entrée un symbole spécial <.

Ce symbole restera pendant toute I'exécution a la méme place, et toute exécution le
visitant sera rejetée.

Ainsi, on s’assure que |'exécution reste toujours sur les cellules d’index positif.

Lefefofof = o e]+]- | [ofofofe]e]
o 1 2 3

—3-2-10 1 5

En partant de la machine M = (Q, 3, T, A, qo, F), on construit une machine

M’ = (QU {g0, 91,90k} , X, T U {e<}, A QSv{quD avec :
A’::Au{qouql|aEZU{#}}U{q1 227 go}
a/a>

U{g "= qu | gEF, a# =}

a/a, 4 #/=<, > a/a,»
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Encoder un ruban normal sur un ruban semi-infini Jhc|"Eemsen
Rubans différents

Idée : on va représenter dans chaque case i > 0 du ruban normal le contenu des cases i
et —i. Dans la case 0, on stocke le contenu de la case 0 du ruban bi-infini avec un
symbole spécial <.

Pour cela, on passe de I'alphabet I" a 'alphabet

Eu({g’a,beF}\{ﬁ})u{gﬁMeF}u{#}.

q

elefofolofolofofofofe]e]
—6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5
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Encoder un ruban bi-infini sur un ruban normal Jfec| v Episen
Rubans différents
A partir d’'une machine M, on construit une machine M’ qui procéde comme suit sur
une entrée w € X* :
1) on lit le mot d'entrée, et on le reformate dans le nouvel alphabet :

o Jofofefofefe] - [efss]g]e]e]

2) on simule la machine M, avec pour chaque état g € Q deux états :
- g4+ qui sera utilisé pour les configurations ou la téte de lecture est sur une
case positive;
- g— qui sera utilisé pour les configurations ou la téte de lecture est sur une
case négative.

a/b,»

@ 30

c/d, <

3) on accepte lorsequ'on se trouve sur un état g4 ou g_ tel que g € F.
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Modeles équivalents Uﬁ erisen

q

¥ 11 03 D3 Y 3 1 3 Rubans différents

ACQXT XTI x {«4»} xQ

Machines de Turing

ACQXTI?2xTI?x{4r}?xQ
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Machine multi-ruban Jhc|"Eemsen
Rubans différents

[ On peut également considérer des machines qui opérent sur plusieurs rubans.
[ Elles possedent une téte de lecture par ruban.

B Chaque transition consulte le contenu des cases pointées par chacune des tétes de
lecture, peut écrire dans chacune de ses cases, et déplacer chaque téte.

ACQOxD3IxD¥x{4r v}3xQ
p

i3
o Jofofofo]e]e]

TS
4VaA

S oo
~_

l
“TLLLEE . o0

l
o Jofofofofo]e]
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Machine multi-ruban Jhc|"Eemsen
Rubans différents

[ On peut également considérer des machines qui opérent sur plusieurs rubans.
[ Elles possedent une téte de lecture par ruban.

B Chaque transition consulte le contenu des cases pointées par chacune des tétes de
lecture, peut écrire dans chacune de ses cases, et déplacer chaque téte.
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Exemple de machine multi-ruban
Rubans différents
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Exemple de machine multi-ruban
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Exemple de machine multi-ruban upee “episeN
Rubans différents

Exercice

Quel est le langage reconnu par cette machine ?

I« 4]
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Machine multi-ruban Jhc|"Eemsen
Rubans différents

exercice

Montrer que les machines a plusieurs rubans sont équivalentes aux machines a un
ruban.
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Modeles équivalents Ua{c erisen

g
Jeux d'instructions différents ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

ACQxXTx (I +{4r}) xQ Initialisation différente

q

ACQXxI XTI x{4»} xQ

Machines de Turing

ACQxT?2xT?x {4»r}?>xQ
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