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Machine a énumérer Jhc|"Eemsen

" Parfois, on souhaite énumérer les mots d'un langage.
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[ Pour cela, on peut utiliser une machine qui s'exécute a partir d'un ruban vide, et qui
périodiquement « imprime » le contenu de son ruban sur une sortie observable.
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Machine a énumérer Jhc|"Eemsen

[ Parfois, on souhaite énumérer les mots d'un langage.

[ Pour cela, on peut utiliser une machine qui s'exécute a partir d'un ruban vide, et qui
périodiquement « imprime » le contenu de son ruban sur une sortie observable.

définition (Machine avec impression)

Une machine avec impression est une structure M := <O,E,F, A, qo,qp,in(>, ou
Gprint € Q est un état d’impression.
Le langage énuméré par la machine est I'ensemble Ly int(M) défini par :

Eprint(M) = {W ex” | Joe _>_7v1 print W} .

Un langage L est récursivement énumérable si il existe une machine M telle que
L= Lprint(M)-
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Machine a énumérer uﬁ VEpisen

[ Parfois, on souhaite énumérer les mots d'un langage.

[ Pour cela, on peut utiliser une machine qui s'exécute a partir d'un ruban vide, et qui
périodiquement « imprime » le contenu de son ruban sur une sortie observable.

définition (Machine avec impression)

Une machine avec impression est une structure M := (Q,%,T, A, qo, Gprint ), OU
Gprint € Q est un état d’impression.
Le langage énuméré par la machine est I'ensemble Ly int (M) défini par :

Eprint(M) = {W ex” | Joe _)j\/l print W} .
Un langage L est récursivement énumérable si il existe une machine M telle que

L= Acprint (M)

exercice

Montrer qu’un langage est récursivement énumérable si et seulement si il est recon-

naissable.
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

" Jusqu'ici, on a utilisé les machines de Turing pour reconnaitre des langages :

L(M) :={w e X* | gow — ), C acceptante} .

M déterministe

H—

Machine M

<

//;y v/ : M s’arréete sur un état final

~r~~~~~P X : M s’arreéte sur un état non-final
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

" Jusqu'ici, on a utilisé les machines de Turing pour reconnaitre des langages :
L(M) :={w € X* | go w =, C acceptante} .

B Siun mot est dans le langage ciblé, alors il existe une exécution qui l'accepte.

M déterministe entrée acceptée par M

// v : M s’arréte sur un état final
Machine M

E P *{} [r~~r~~~P X : M s’arréte sur un état non-final

o] \\\\i
: M ne s’arréte jamais
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

" Jusqu'ici, on a utilisé les machines de Turing pour reconnaitre des langages :
L(M) :={w € X* | go w =, C acceptante} .
B Siun mot est dans le langage ciblé, alors il existe une exécution qui l'accepte.

= En revanche, si le mot n'appartient pas au langage, c'est plus compliqué.

M déterministe entrée acceptée par M

// v : M s’arréte sur un état final
Machine M

E ~mmmPp *{} ~~~—~~~—~® X : M s'arréte sur un état non-final

b ) 1 M ne s’arrete jamais

entrée rejetée par M
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

" Jusqu'ici, on a utilisé les machines de Turing pour reconnaitre des langages :
L(M) :={we X* | gow —7, Cacceptante}.

B Siun mot est dans le langage ciblé, alors il existe une exécution qui l'accepte.
= En revanche, si le mot n'appartient pas au langage, c'est plus compliqué.

M déterministe entrée acceptée par M

//;:y v : M s’arréte sur un état final
Machine M

E ~~~P QQ o~~~ X M s'arréte sur un état non-final
o : :

9 : M ne s’arréte jamais

epfrée rejetée par M

Comment en étre sir en temps fini?
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

On fixe un mot w € X*.

/C|—*)C><

Cop:=qow —> (C;

*
G——————> >

1. Pour tout n il existe une configuration C telle que ggw —" C.
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¥ si toutes les exécutions s'arrétent : alors il y a un nombre fini de configurations
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¥ si toutes les exécutions s'arrétent : alors il y a un nombre fini de configurations
accessibles, et on peut vérifier si I'une d'elles est acceptantes.

B si le mot est dans le langage reconnu : alors il existe une configuration C
acceptante et accessible;

- Yk € N, il y a un nombre fini de configurations accessibles en moins de k
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On fixe un mot w € X*.

/C|—*)C><

Cop:=qgow —> C,

*
G——————> >

¥ si toutes les exécutions s'arrétent : alors il y a un nombre fini de configurations
accessibles, et on peut vérifier si I'une d'elles est acceptantes.

B si le mot est dans le langage reconnu : alors il existe une configuration C
acceptante et accessible;

- Yk € N, il y a un nombre fini de configurations accessibles en moins de k
étapes (< |A|M);
- on peut les énumérer toutes pour k = 0,1,2,...;

1. Pour tout n il existe une configuration C telle que ggw —" C.
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On fixe un mot w € X*.

/C|—*)C>(

Cop:=qow —> (C;

*
3 —————>  —> (>

¥ si toutes les exécutions s'arrétent : alors il y a un nombre fini de configurations
accessibles, et on peut vérifier si I'une d'elles est acceptantes.

B si le mot est dans le langage reconnu : alors il existe une configuration C
acceptante et accessible;
- Yk € N, il y a un nombre fini de configurations accessibles en moins de k
étapes (< |A|M);
- on peut les énumérer toutes pour k = 0,1,2,...;
- comme C est accessible, elle est atteinte en un certain nombre n d'étapes. Donc
on va trouver C lorsqu'on considére k = n.

1. Pour tout n il existe une configuration C telle que ggw —" C.
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Langages reconnaissables upec “YepiseN

On fixe un mot w € X*.

/C|—*)C>(

Cop:=qow —> (C;

*
3 —————>  —> (>

¥ si toutes les exécutions s'arrétent : alors il y a un nombre fini de configurations
accessibles, et on peut vérifier si I'une d'elles est acceptantes.

B si le mot est dans le langage reconnu : alors il existe une configuration C
acceptante et accessible;
- Yk € N, il y a un nombre fini de configurations accessibles en moins de k
étapes (< |A|M);
- on peut les énumérer toutes pour k = 0,1,2,...;
- comme C est accessible, elle est atteinte en un certain nombre n d'étapes. Donc
on va trouver C lorsqu'on considére k = n.

[ sinon : le mot n'appartient pas au langage reconnu, et la machine ne termine pas
forcément! sur ce mot, alors on ne sait pas quoi dire!

1. Pour tout n il existe une configuration C telle que ggw —" C.
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Machines a décider Jhc|"Eemsen

On veut de machines qui peuvent nous dire si le mot appartient ou non au langage ciblé.
définition (Machine a décision)

Une machine a décision est une structure M := (Q, X, T", A, qo, Goui, Gnon) avec :

B Q un ensemble fini d'états,X et I' des alphabets d'entrée et de ruban, avec
SU{#}CT;

¥ qo, Goui, Gnon € Q trois états, respectivement initial, acceptant et rejettant;
B ACQxI xT x{<4v,»} x Q une relation de transitions.
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Machines a décider Jhc|"Eemsen

On veut de machines qui peuvent nous dire si le mot appartient ou non au langage ciblé.
définition (Machine a décision)

Une machine a décision est une structure M := (Q, X, T", A, qo, Goui, Gnon) avec :

B Q un ensemble fini d'états,X et I' des alphabets d'entrée et de ruban, avec
SU{#}CT;

¥ qo, Goui, Gnon € Q trois états, respectivement initial, acceptant et rejettant;
B ACQxI xT x{<4v,»} x Q une relation de transitions.

Cela nous permet de définir les langages décidables :

définition (Langages décidables)

Un langage L C X* est décidable si il existe une machine a décision M telle que
pour tout mot w € >* ona:

welLsJuvel™: gow — 3 UGoui Vv
wé Ll Juvel™: gow — 3 UGnonV
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Langages décidables vs. reconnaissables upec “YepiseN

définition (Langages décidables)

Un langage L C X¥* est décidable si il existe une machine a décision M telle que
pour tout mot w € X* ona:

welLe Juvel™: gqow — jy Ugoui Vv
wé¢Le Juvel™: qow — iy UGnon v

théoréme

Soit L C ¥* un langage. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) L est décidable;

2) L et L€ sont tous les deux reconnaissables.

L¢ : complément de L, autrement dit L := ¥* \ L.

Calculabilité et Complexité : Décidabilité et Calculabilité 9/31



'3 N /
Preuve du théoreme Joec|"ersen
Prouvons que si L est décidable, alors L et L sont reconnaissables.
[ L décidable signifie qu'il existe une machine a décision
M =(Q,3,T', A, qo, Goui, Gnon) telle que pour tout mot w € X* ona:

weLe Juvel™: gow — iy Ugoui v
wéLe Juvel™: gow — i UGnon v
B On construit deux machines comme suit :
= Moui :=(Q, 3, T, A, 9o, {qoui })
- Muon := (Q,%,T, A, g0, {Gron })
B Comme ces deux machines ont les mémes états et les mémes transitions que M, on
a pour X € {Moui, Mnon} :
Vu,u' v,V €ET*, V1,02 €Q: uqiv =5 U g2V S uqiv % u' gV
B On en déduit :
weLleJuvel™: gow — iy Ufoui v
S Ju,vel™: gow = Moy Y oui v
S w e L(Moyi)
welL°swél
< Ju,ve ™ : qow = UGnon v
&S Ju,vel™: gow —>’j\4m U Gnon V
S w e L(Mhnon) O
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Preuve du théoreme Jhc|"Eemsen

Prouvons que si L et L€ sont tous les deux reconnaissables, alors L est décidable.

[ On suppose connues M et M_, deux machines telles que :
LM4)=1L LMZ) =L".

On note My = (Q4+,%, T+, A4, q+,F4), et similairement pour M_. De plus, on
suppose (sans perte de généralité) que Q1 et Q_ sont disjoints.

[ On choisit trois nouveaux états qo, Goui, Gnon ¢ Q+ U Q_.

& On peut alors construire une machine M comme suit :

M= <{q0» Goui> Gron} U Q1 UQ_, %, T UT_,A"UA L UA_, qo, Goui, Qnon>

avec :

A= {qo % qi Jae S U{g L2% g |ae )

aeF,q;rea}

U {q;‘r a/i} Goui

U{Q7M>Qnon GEF,q;eF—}~

f

On notera Q = {qo, Goui, Gron } U Q+ U Q_.
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Suite de la preuve du théoreme upee “episeN

B Avec cette définition on peut facilement établir :
- Yu, o', v, v €T*,Vaq1,q2 € Q1 1 uqiv =7y, u’qzv’<:>uq1v—>j\/[+ u' g v
- VYw, U,V eT*, Ve Qy: qow =3 U qV & qrw =i u gV
- Vu,u v,V €T*, Ve Q: uqv =i U gouV < 3qf € Fy,uqy =7y,

u’ q;r v/

On peut également obtenir des propriétés similaires pour M_, g_ et gnon.
[ On obtient ainsi :
wEL@Hu,vGF*,qu€F+: q+W—>jv1+ uq;"v
@Hu,véF*,Hq}"eF+: g+ w =y uq;*v
©3u,v€F*,3qf€F+: qow — iy uq?'v
S 3u,vel™: gqw =y UgouiV
wé¢lewel e Iuvel™ g, €F_: qg-w—R_ ug v
< Juvel™*, 3q €F_: qg-w—=jug v
< Juvel™, 3q; €F_: qow =R, ug, v
< Ju,vel™: qow = UGnon V.

B On a donc bien montré que M décide le langage L. d

Calculabilité et Complexité : Décidabilité et Calculabilité 12/31



Langages décidables vs. reconnaissables upec “YepiseN

définition (Langages décidables)

Un langage L C X¥* est décidable si il existe une machine a décision M telle que
pour tout mot w € X* ona:

welLe Juvel™: gqow — jy Ugoui Vv
wé¢Le Juvel™: qow — iy UGnon v

théoréme

Soit L C ¥* un langage. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) L est décidable;

2) L et L€ sont tous les deux reconnaissables.

L¢ : complément de L, autrement dit L := ¥* \ L.
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Exercice ufc VEpisen

définition

Une machine M (non-déterministe) s’arréte toujours si pour tout mot w, toutes les
exécutions de M sur w sont de longueur bornée :

Yw € 2*, Ny € N : V(C,‘)OSisn : (Co =qow A Vi, C;i > nm C,'_H) = n < Ny.

exercice

Montrer qu’un langage est décidable si et seulement si il est reconnaissable par une

machine qui s’arrete toujours.
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Décidabilité et Calculabilité
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Calculer avec une machine de Turing upec “YepiseN

B Jusqu'ici, nous avons utilisé les machines de Turing pour tester si un mot w
appartient a un langage L.
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Calculer avec une machine de Turing upec “YepiseN

B Jusqu'ici, nous avons utilisé les machines de Turing pour tester si un mot w
appartient a un langage L.

B Autrement dit, nos machines implémentent des prédicats booléens, soit des
fonctions des mots vers l'ensemble a deux éléments :

fio* 5 B={T,L1}

T welL
W
1 wél
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Calculer avec une machine de Turing upec “YepiseN

B Jusqu'ici, nous avons utilisé les machines de Turing pour tester si un mot w
appartient a un langage L.

B Autrement dit, nos machines implémentent des prédicats booléens, soit des
fonctions des mots vers l'ensemble a deux éléments :

fio* 5 B={T,L1}

T welL
W
1 wél

B On va maintenant voir comment on peut utiliser ces machines pour calculer des
fonctions de type ¥* — I'*.
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Calculer avec une machine de Turing upec “YepiseN

B Jusqu'ici, nous avons utilisé les machines de Turing pour tester si un mot w
appartient a un langage L.

B Autrement dit, nos machines implémentent des prédicats booléens, soit des
fonctions des mots vers l'ensemble a deux éléments :

fio* 5 B={T,L1}

T welL
W
1 wél

B On va maintenant voir comment on peut utiliser ces machines pour calculer des
fonctions de type ¥* — I'*.

[ Les codages nous permettaient d'utiliser les langages pour parler des problémes de
décision.
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Calculer avec une machine de Turing upec “YepiseN

B Jusqu'ici, nous avons utilisé les machines de Turing pour tester si un mot w
appartient a un langage L.

B Autrement dit, nos machines implémentent des prédicats booléens, soit des
fonctions des mots vers l'ensemble a deux éléments :

fio* 5 B={T,L1}

T welL
W
1 wél

B On va maintenant voir comment on peut utiliser ces machines pour calculer des
fonctions de type ¥* — I'*.

[ Les codages nous permettaient d'utiliser les langages pour parler des problémes de
décision.

B Ils nous permettront ici d'utiliser ces fonctions pour parler de fonctions de type
(presque) arbitraire A — B.
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Fonctions calculables upee “episeN
Soient X et ' deux alphabets, et ¢ : X* — ¥'*,

définition (Fonction directement calculable)

o est directement calculable si il existe une machine M avec un alphabet de ruban
' D X UY telle que :

VweX*, Juvel* 3geF: qow = uqv A o(w) =u-v.
VweX*, Vuvel*, VgeF: qow =3 uqv=p(w) =u-v.
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Fonctions calculables upee “episeN
Soient X et ' deux alphabets, et ¢ : X* — ¥'*,

définition (Fonction directement calculable)

o est directement calculable si il existe une machine M avec un alphabet de ruban
' D X UY telle que :

VweX*, Juvel* 3geF: qow = uqv A o(w) =u-v.
VweX*, Vuvel*, VgeF: qow =3 uqv=p(w) =u-v.

Soient A et B deux ensembles, 7, 7/ deux [TEEFTS, et ¢ une fonction tels que :
T:A S 7 :B— X" p:A—B.
définition (Fonction calculable)

 est calculable si il existe une machine M avec un alphabet de rubanT' D X U X/
telle que :

Va€A Juvel* 3g€F: qor(a) »huqv A 7/ (p(a) =u-v.
Va€A Yuvel* VgeF: qor(a) 23, uqv=7(p(a) =u-v.
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Fonctions calculables upee “episeN
Soient 3 et 2/ deux alphabets, et ¢ : X* — /%,

définition (Fonction directement calculable)

o est directement calculable si il existe une machine M avec un alphabet de ruban
' DX UY telle que: fonction injective  : | — X%, c’est
a dire que :

Yw e ¥*, Ju,v €
VWEE*,VU,VG Vi,j €, ¢(i):W(j):>i:j-

Soient A et B deux ensembles, 7, 7/ deux [TEEFE, et ¢ une fonction tels que :
TIA— X B X* p:A—B.
définition (Fonction calculable)

 est calculable si il existe une machine M avec un alphabet de rubanT' D X U X/
telle que :

Va€A, Ju,veT* 3geF: qgor(a) >3 uqv A 7' (p(a) =u-v.
Va € A, Vu,veT*, Vge F: gor(a) >3 uqv=17'(p(a) =u-v.
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Exercice UPEC“/zpiseN

Soient T et 3’ deux alphabets, A et B deux ensembles, 7, 7/ deux codages, et ¢ une
fonction tels que :

TIA— T B X* p:A—B.

On suppose que Ly = {7(a) € £* | a € A} est un langages reconnaissable.
On définit la fonction 1) : ©* — X/* comme suit :

J 7 (e(a)) siT(a)=w
V(W) = {e siVa € A, 7(a) # w.

exercice
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Lien avec les langages reconnaissables upec “YepiseN

Soient A et B deux ensembles, 7, 7’ deux codages, et ¢ une fonctions, tels que :
T:A— X 7B %™ p:A—B.

On suppose de plus que Ly = {7(a) € =* | a € A} et Lg = {7/(b) | b € B} sont des

langages reconnaissables.

Pour une paire (a, b) € A x B, on définit le codage de (a, b) sur l'alphabet X U X" U {§}

comme suit :
[(@, bY] oge := §7(a)87'(b) € (RUT U{8})*

théoréme

 est calculable si et seulement si le langage L, défini ci-dessous est reconnaissable.

Lo = {[(@,0(a))]coge € (BUT' U{8})* | a € A}
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Calculabilité implique reconnaissabilité upee “episeN

Lo = {[{a,#())]coqe € (BUD'U{8})" | a € A}

Preuve. Supposons ¢ calculable. On a donc une machine M telle que
Va €A Vu,vel*, (r'(p(a)) =u-v) < (3g€F: qor(a) =H, uqv).

Alors on peut construire une machine qui procede comme suit :

1) Elle vérifie que son entrée est bien formattée c'est a dire de la forme §u§v avec
u€clpetvelg.

2) comme u € Ly, on sait que u = 7(a) pour un certain a, et M peut calculer le mot
w= 7' (p(a)).
3) on vérifie que w = v.
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Reconnaissabilité implique calculabilité upee “episeN
Lo = {[{a,0(0)]coge € (BUT U{8})" [a € A}

Preuve. Supposons L, reconnaissable. On a donc une machine M telle que :
Yw e (EUE’U{§})*, (3g€F: Ju,vel™*: gow —j, uqv)
& (FacA: w=[(a,0(a))cos) -
On a également supposé que Lg était reconnaissable, et donc récursivement énumérable.

On peut donc construire une machine qui fonctionne comme suit :

1) sur une entrée u := 7(a), on va énumérer les mots de Lg, c'est a dire les mots de la

forme 7/(b), pour b € B;

2) on choisit I'un d'eux, c'est & dire v := 7/(b), de maniére non déterministe;

3) on teste si SuSv € Ly ;

4) si oui, on écrit v sur le ruban et on accepte.
Pour tout a € A, on sait que 7/(¢(a)) € Lg, et donc dans la machine a imprimer on a une
exécution :

qB —* Qprint TI(SO(O))

Comme 87(a)87'(p(a)) = [(a, ©(a))] oge € Ly, ON @ une exécution de M telle que

dg € F: Ju,veTl™*: qo87r(a)87'(p(a)) = uqv

On calcule donc bien la fonction . |
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Décidabilité et Calculabilité
Plan

1. Langages récursivement énumérables
2. Langages décidables

3. Calculer avec une machine de Turing

@" 4. Machine universelle
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Une machine programmable upec “YepiseN

¥ Un des attraits des ordinateurs est que ce sont des machines programmables.
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Une machine programmable upec “YepiseN

¥ Un des attraits des ordinateurs est que ce sont des machines programmables.

[ Ainsi, une méme machine peut accomplir une grande variété de taches, suivant le
programme qu'elle exécute.
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Une machine programmable upec “YepiseN

¥ Un des attraits des ordinateurs est que ce sont des machines programmables.

[ Ainsi, une méme machine peut accomplir une grande variété de taches, suivant le
programme qu'elle exécute.

[ Les machines de Turing ont également cette possibilité.
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Une machine programmable upec “YepiseN

¥ Un des attraits des ordinateurs est que ce sont des machines programmables.

[ Ainsi, une méme machine peut accomplir une grande variété de taches, suivant le
programme qu'elle exécute.

[ Les machines de Turing ont également cette possibilité.

[ En effet, on va maintenant montrer qu'il existe une machine déterministe U qui
prend en entrée une machine (non-déterministe) M et un mot w € X*, et qui
simule l'exécution de M sur l'entrée w.
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Une machine programmable upec “YepiseN

¥ Un des attraits des ordinateurs est que ce sont des machines programmables.

[ Ainsi, une méme machine peut accomplir une grande variété de taches, suivant le
programme qu'elle exécute.

[ Les machines de Turing ont également cette possibilité.

[ En effet, on va maintenant montrer qu'il existe une machine déterministe U qui
prend en entrée une machine (non-déterministe) M et un mot w € X*, et qui
simule l'exécution de M sur l'entrée w.

B Conceptuellement, I/ est un genre d'interpréteur, comme par exemple la JVM.
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A l'entrée de la machine universelle ufc VEpisen
Codage de M

M= <O’27FaAaq07F>~
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A l'entrée de la machine universelle upee “episeN
Codage de /\,{états : entiers consécutifs 0, . . . , n)

M= <07 %, r, Av qo0, F> .

I On code les entiers en binaire : [n] .4, € {0,1}".
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A l'entrée de la machine universelle upee “episeN
Codage de /’\/{états : entiers consécutifs 0, . . . , n,]

M= <O,E F7A7q07F>'
_—

[alphabets :on fixe S = {0,1} et T" = {0, I,E}.]

B On code les entiers en binaire : [n] 4, € {0,1}".

[ Pour éviter les ambiguités, on distingue le symbole case vide @ de M du symbole
case vide # de la machine universelle.
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A l'entrée de la machine universelle ypee ““episeN
Codage de /’\/{états : entiers consécutifs 0, . . . , n,] état initial : on fixe gg = 0.

M= <O,E F7A7q07F>'
_—

[alphabets :on fixe S = {0,1} et T" = {0, I,E}.]

B On code les entiers en binaire : [n] 4, € {0,1}".

[ Pour éviter les ambiguités, on distingue le symbole case vide @ de M du symbole
case vide # de la machine universelle.
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A l'entrée de la machine universelle ypee ““episeN
Codage de /’\/{états : entiers consécutifs 0, . . . , n,] état initial : on fixe gg = 0.

M:=1{Q,%,T,A,qo, F).
“losranA_

[alphabets :on fixe ¥ = {0,1} et ' = {0, I,E}.] [états finaux : liste d’entiers q{, e, q,f"]

B On code les entiers en binaire : [n] 4, € {0,1}".

[ Pour éviter les ambiguités, on distingue le symbole case vide @ de M du symbole
case vide # de la machine universelle.
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A lnentrée de la machi(Re‘I'ation ds Eransitio::‘l‘iste de transitions t;, . . ., tk.J Uﬁ ‘)EPISEN
Codage de /’\/{états : entiers consécutifs 0, . . . , n.] état initial : on fixe go = 0.

M:={(Q,%T,A,qo, F).
“losranA_

[alphabets :on fixe ¥ = {0,1} et ' = {0, I,E}D [états finaux : liste d’entiers q{, e, q,f,,]

B On code les entiers en binaire : [n] 4, € {0,1}".

[ Pour éviter les ambiguités, on distingue le symbole case vide @ de M du symbole
case vide # de la machine universelle.

I Chaque transition : on encode les directions {«,»} par les symboles {G,D}, et la
transition q; RIA LN g2 par le mot

[01)coqe a8 DS [dir] o4 8 [92].0qe € {0,1,H,0,G,8}".
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A l'entrée de la machi(Re‘I'ation ds Eransitio‘rl:‘l‘iste de transitions t;, . . ., tk.J Uﬁ kaPISEN
Codage de /’\/{états : entiers consécutifs 0, . . . , n.] état initial : on fixe go = 0.

M:={(Q,%T,A,qo, F).
“losrand_

[alphabets :on fixe ¥ = {0,1} et ' = {0, I,E}D [états finaux : liste d’entiers q{, e, q,f,,]

B On code les entiers en binaire : [n] 4, € {0,1}".

[ Pour éviter les ambiguités, on distingue le symbole case vide @ de M du symbole
case vide # de la machine universelle.

I Chaque transition : on encode les directions {«,»} par les symboles {G,D}, et la
transition q; RIA LN g2 par le mot

[01)coqe a8 DS [dir] o4 8 [92].0qe € {0,1,H,0,G,8}".
B Finalement on obtient le code de la machine M :

[M]code = [tl}code ' te I [tk}code $ [q{] ' c ' I:q{n
code
€ {0,1,®,0,6G,8,8, | }*

] code
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Codage de M Jhc|"Eemsen

Exemple

A/A > a/a, 4

—>
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Codage de M Jhc|"Eemsen

Exemple

A/A, >

#/4,»
a/#,» #/4#, <4
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Codage de M Jhc|"Eemsen

Exemple

A/A, >

#/4,»
a/#,» #/4#, <4

= $ 0008181808000 | 00O§OSHEOEO01 | ... $101

M]

code
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Codage de M Jhc|"Eemsen

Exemple

A/A, >

#/4,»
a/#,» #/4#, <4

= $ 0008181808000 | 000§0§HEOS001 | ... $101

M]

code
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Codage de M Jhc|"Eemsen

Exemple

A/A, >

#/4,»
a/#,» #/4#, <4

= $ 0008181808000 | 00O§OSHEOEO01 | ... $101

M]

code

exercice

Montrer que le langage L = {[M)]_,,, | M machine de Turing} est décidable.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

On encode une configuration uqv par le mot u§ [g] .4, SV.
Supposons qu’on nous donne une configuration et une transition, on peut construire un
machine M a deux rubans qui :

[ rejette si la transition ne peut pas étre activée depuis cette configuration;

B sinon, elle écrit sur son ruban d'entrée la configuration apres avoir exécuté la
transition, et elle accepte.

10q, 010 et g3 w} q3

4
elfefs[ofofefofa o] ofofeofe]a]s o s a]o]e] -

101 g3 10

1
Llfelx[s[o[oe]o]of«]
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Lslafofs[afofsfofu]o]e]s]o]s]ofs[s]sfofs]u]u]e]- -
—_—— —— —
\L u q av
Leleleleeefefefeeee o]
ay /ay ,dir

¥ On commence avec le codage de la paire (uqav, gy ——— q3) sur le premier
ruban.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

4
Ls]2ofs]]ofefofafo e afofefofsfafsfofsfa]a]e]
g —
u av

1 q

Llafofsfofs[afefofs e ]e] -

[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Ls]2ofs]]ofsfofafofefefefefefefefefefefee]e]
g —

u av

1 q

Lslafofsfofs[afsfofs]a]a]e]- -

[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.

B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

N
[s[afofssfofsfo]sfofefe]elefefe]eefefe]e]efe]
S g ——
\Lu q av
Lslafofsfofs[afsfofs]a]a]e]- -
[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:

- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet

(Qnan);
- sinon on poursuit.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Ls]2fofs]:Jofsfofafofefefefefefefefefefefe]e]e]
g —

u av

! 1
[s[ofofefofs]a]sofs[x]r]e]

[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.
B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:
- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet

(Qnan);
- sinon on poursuit.

B On remplace q par g3,
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Lslafolsl2[olefofafofeefefeefefeefelele]ele]
—_— —— —
u q2 av

4
slafofsfofs]xfefole]a[a]e]

[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.
B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:
- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet

(Qnan);
- sinon on poursuit.

B On remplace q par g3,
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

4
[o]2]e]

LLlols[2[2]e
—_— —— —
u q2 av

Lslafofsfofs[afsfofs]a]u]e]- -
[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.

[elelelefeefefefeele]e]

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:

- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet

(Qnan);
- sinon on poursuit.

B On remplace q par g2, et a par a,.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

4
]2 ]e]

[sTafo]s] ]1]s
S A ——
u q2 ayv

s]2efs]o]s[r]e o s o o]e]
ay /ay ,dir

¥ On commence avec le codage de la paire (uqav, gy ——— q3) sur le premier
ruban.

[elelelefeefefefeele]e]

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:

- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet

(Qnan);
- sinon on poursuit.

B On remplace q par g2, et a par a,.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Llafofs[afafs[afe]ofeeefefefefefelefe]e]e]e] -
— A ——
u azv
Ls]2fefs]o]sfr]e o s o o]e]
ay /ay ,dir

¥ On commence avec le codage de la paire (uqav, gy ——— q3) sur le premier
ruban.

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:
- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet
(Qnan);
- sinon on poursuit.
B On remplace q par g2, et a par a,.
B On regarde quelle est la direction de déplacement,
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Lol oo fefofofefefefefefefefefefefee]e]
S —
uap q2 v

Ll B
ay /ay ,dir

¥ On commence avec le codage de la paire (uqav, gy ——— q3) sur le premier
ruban.

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:
- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet
(Qnan);
- sinon on poursuit.
B On remplace q par g2, et a par a,.
B On regarde quelle est la direction de déplacement, et on déplace la téte de lecture.
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Simuler l'exécution de M Joec|"ersen
Exécuter une transition

Lol fofsfofofefefefefefefefefefefee]e]
S——

—_———— ——

\L uap q2 v
DoDDDonnnnnnoes
[ On commence avec le codage de la paire (ugav, q; M q2) sur le premier
ruban.

B On déplace la transition sur le deuxiéme ruban.
B On l'efface du premier ruban, et on replace les deux tétes au début de leurs rubans.
B On vérifiequeg=gqgieta=a;:

- si ga n'est pas le cas, on efface les deux rubans et on va sur ['état de rejet

(Qnan);
- sinon on poursuit.

B On remplace q par g2, et a par a,.
B On regarde quelle est la direction de déplacement, et on déplace la téte de lecture.
[

Enfin, on nettoie le second ruban, on repositionne la téte de lecture sur le premier,
et on va sur |'état d'acceptation goy;.
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Simuler l'exécution de M Jhc|"Eemsen

Déterminisation : idée de l'algorithme ,

Co=gqow

cl/ \Cz
SN N

¥ N\ ¥ N\ ¥ N ¥ N

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.
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Simuler l'exécution de M Jhc|"Eemsen

Déterminisation : idée de l'algorithme ,

Co=qow - -~
- ‘”/m,,,,\\
o Cp————~
\
(’ ’’’’’ /’\ 777777777 /’77\;‘
R Co-———-—-———- Cs———————- Ce — —»
¥ N\ ¥ N\ ¥ N ¥ N

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.
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Simuler l'exécution de M Jhc|"Eemsen

Déterminisation : idée de l'algorithme

Co=qow — — ~
\
,,,,,, /,,,\
I

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] yqe SW-
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Simuler l'exécution de M Jhc|"Eemsen

Déterminisation : idée de l'algorithme

Co=qow — — ~

\ s ]
777777777777777777 ;o
-
o Cp————~
\
/
s / \ \
R Co-———-—-———- Cs———————- Ce — —»

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] yqe SW-
2) Tant que la file n'est pas vide :

2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
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Simuler l'exécution de M Jhc|"Eemsen

Déterminisation : idée de l'algorithme

Co=qow — — ~

\ s ]
777777777777777777 ;o
-
R Cp————~
\
/
e / \ \
R Co-———-—-———- Cs———————- Ce — —»

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.
1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] yqe SW-
2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :
2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;
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Simuler l'exécution de M upec “YepiseN
Déterminisation : idée de l'algorithme

s /,,,,\\

N
= T (SR

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] 4. SW.

2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :
2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;
2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
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Simuler l'exécution de M upec “YepiseN
Déterminisation : idée de l'algorithme

N
R

N
= T (SR

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] 4. SW.

2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :
2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;
2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
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Simuler l'exécution de M upec “YepiseN
Déterminisation : idée de l'algorithme

-

Co = -
,,,,,, /" - \ EEEER

S g S CG-----

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.
1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] yqe SW-
2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :
2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;
2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
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Simuler l'exécution de M upec “YepiseN
Déterminisation : idée de l'algorithme

-

ffffff N

S g S CG-----

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.
1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] yqe SW-
2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :
2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;
2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
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Simuler l'exécution de M

uﬁ *JEPISEN
Déterminisation : idée de l'algorithme

777777 L/Coqow\‘>\A (o s se] cs [ ca | cs [ 6 |
NI o [
\
P /,,\\ ,,,,,,,,,,,,, ,,\,,
R Co-———-—-———- Cs———————- Ce — —»
¥ N\ ¥ N\ ..‘( N ¥ N\

On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] 4. SW.

2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :

2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;

2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
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Simuler l'exécution de M
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Déterminisation : idée de l'algorithme
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On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] 4. SW.

2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :

2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;

2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
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On va parcourir I'arbre d’exécution en largeur. Pour cela, on maintient une file de
configurations.

1) Oninitialise la file avec Co = § [qo] g, SW

2) Tant que la file n'est pas vide :
2.1 On enleve la premiere configuration C de la file;
2.2 Si C est acceptante, on accepte l'entrée.
2.3 Sinon, pour toutes les transitions t de la machine :

2.3.1 On essaie d'exécuter t a partir de C;
2.3.2 Sic'est impossible, on continue;

2.3.3 Sinon, on obtient C’ telle que C — 5 C’, et on l'ajoute a la fin de la file.
3) Si la file est vide et si on n'a pas trouvé de configuration acceptante, on rejette.
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Langage accepté par la machine universelle upec “YepiseN

I Les entrées de la machine U{ doivent étre de la forme [(M, w)]_ .-
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I Les entrées de la machine U{ doivent étre de la forme [(M, w)]_ .-
- Si on propose une entrée mal formattée, i.e. un mot u tel que
VM, Yw, u # [(M,w)] U rejette son entrée en temps fini.

code’
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- Sinon, on passe a la simulation de M.
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I Les entrées de la machine Uf doivent étre de la forme [(M, w)]

- Si on propose une entrée mal formattée, i.e. un mot u tel que
VM, Yw,u # [(M, Wﬂcode'

- Sinon, on passe a la simulation de M.

B U explore I'arbre d'exécution de M sur l'entrée w.
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- Si on propose une entrée mal formattée, i.e. un mot u tel que
VM, Yw, u # [(M,w)] U rejette son entrée en temps fini.

code’

- Sinon, on passe a la simulation de M.

B U explore I'arbre d'exécution de M sur l'entrée w.

- Si il existe une configuration acceptante accessible depuis la configuration
initiale de M sur w, c'est a dire go w, on accepte.
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VM, Yw, u # [(M,w)] U rejette son entrée en temps fini.

code’

- Sinon, on passe a la simulation de M.

B U explore I'arbre d'exécution de M sur l'entrée w.

- Si il existe une configuration acceptante accessible depuis la configuration
initiale de M sur w, c'est a dire go w, on accepte.

- Sil'arbre d'exécution est fini, i.e. il n'y a pas d'exécutions infinie, et si aucune
configuration acceptante n'est accessible, on rejette.
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I Les entrées de la machine U{ doivent étre de la forme [(M, w)]_ .-

- Si on propose une entrée mal formattée, i.e. un mot u tel que
VM, Yw, u # [(M,w)] g0 U rejette son entrée en temps fini.

- Sinon, on passe a la simulation de M.

B U explore I'arbre d'exécution de M sur l'entrée w.
- Si il existe une configuration acceptante accessible depuis la configuration
initiale de M sur w, c'est a dire go w, on accepte.

- Sil'arbre d'exécution est fini, i.e. il n'y a pas d'exécutions infinie, et si aucune
configuration acceptante n'est accessible, on rejette.

- Si l'arbre d'exécution est infini mais qu'il ne contient aucune configuration
acceptante, U ne s'arréte jamais.
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- Sil'arbre d'exécution est fini, i.e. il n'y a pas d'exécutions infinie, et si aucune
configuration acceptante n'est accessible, on rejette.
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initiale de M sur w, c'est a dire go w, on accepte.

- Sil'arbre d'exécution est fini, i.e. il n'y a pas d'exécutions infinie, et si aucune
configuration acceptante n'est accessible, on rejette.

- Si l'arbre d'exécution est infini mais qu'il ne contient aucune configuration
acceptante, U ne s'arréte jamais.

B On en déduit :
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I Les entrées de la machine U{ doivent étre de la forme [(M, w)]_ .-

- Si on propose une entrée mal formattée, i.e. un mot u tel que
VM, Yw, u # [(M,w)] g0 U rejette son entrée en temps fini.

- Sinon, on passe a la simulation de M.

B U explore I'arbre d'exécution de M sur l'entrée w.

- Si il existe une configuration acceptante accessible depuis la configuration
initiale de M sur w, c'est a dire go w, on accepte.

- Sil'arbre d'exécution est fini, i.e. il n'y a pas d'exécutions infinie, et si aucune
configuration acceptante n'est accessible, on rejette.

- Si l'arbre d'exécution est infini mais qu'il ne contient aucune configuration
acceptante, U ne s'arréte jamais.

B On en déduit :
- LU) = {w | gow —}, Cacceptante} = {[(M,w)] g, | W E LIM)}.

- U s'arréte sur l'entrée [(M, w)]_ . si et seulement si M n'admet pas

d'exécution infinie sur l'entrée w.
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation habituelle d'une machine de Turing

4

M

texte d’entrée
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation habituelle d'une machine de Turing

»@ il existe une exécution acceptante de M
i a’*
E il nexiste pas d’exécution acceptante de M

texte d’entrée
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La machine universelle e
Utilisation habituelle d'une machine de Turing

entrée acceptée par M

E il nexiste pas d’exécution acceptante de M

texte d’entrée
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation habituelle d'une machine de Turing

entrée acceptée par M

texte d’entrée entrée rejetée par M
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

M

<

texte d’entrée

%

u
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

M

<4

code de M

texte d’entrée

%

u
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La machine universelle
Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

R
code de M 'V"} E

E entrée de U

texte d’entrée
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

code de M E
~>

E entrée de U \\“A
texte d'entrée
. ()

%

u
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La machine universelle upec “YepiseN
Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

code de M E M s'arréte sur un état final
~>

E entrée de U \\“A
texte dentrée - ~~~~P U s'arréte sur un état non-final

A)Q \\A U ne s’arréte jamais

u
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La machine universelle e
Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

entrée acceptée par M

codede M ! E M s'arréte sur un état final :
~>

: entrée de U \\“A
~~~~~P U s'arréte sur un état non-final
A)Q \\A U ne s’arréte jamais

u

texte d’entrée
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La machine universelle Jhc|"Eemsen

Utilisation d'une machine de Turing via la machine universelle

entrée acceptée par M

codede M : E w U s'arréte sur un état final
E —V\) e iieeaiiaeeaiaeeaiiaeaaa

texte d’entrée

entrée rejetée par M
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